








คำนำ

การคำนวณข้ันสงูในงานด้านวศิวกรรมเคร ือ่งกล หรอืงานวจัิยทางด้านวศิวกรรมมักจะเปน็การคำนวณหา
คำตอบจากระบบสมการคณติศาสตรท์ ีม่คีวามซับซ้อน จงึจำเปน็ต้องอาศัยเคร ือ่งมอืเข้ามาชว่ยในการคำนวณ ปจัจบัุน
คอมพวิเตอรไ์ด้ถกูนำมาประยกุตใ์ช้ในการคำนวณอยา่งแพรห่ลาย ระเบยีบวธิเีชงิตัวเลขคอืเทคนคิหนึง่ท ีถ่กูนำมา
ประยกุตใ์ช้กับการคำนวณดังกลา่วโดยอาศัยโปรแกรมคอมพวิเตอร์ ซึง่จะชว่ยคำนวณหาคำตอบ หรอืจำลองลักษณะ
ปญัหาทางวศิวกรรมทีเ่ก ีย่วช้องได้ รวมไปถงึการประยกุตใ์ช้ในงานวจัิยอืน่ ๆ อยา่งแพรห่ลาย เชน่ การคำนวณด้าน
พลศาสตรข์องของไหล (Computational fluid dynamics) เปน็ต้น

ตำราเลม่นี้ได้ถกูเรยีบเรยีงขึ้นเพือ่ใช้สำหรับการเรยีนการสอนในวชิาการคำนวณทางวศิวกรรมเคร ือ่งกล
(Mechanical Engineering Computation) รหัสวชิา 254701 หลักสตูรปรญิญาโท/เอก สาชาวศิวกรรมเคร ือ่งกล
และวศิวกรรมพลังงาน ภาควชิาวศิวกรรมเคร ือ่งกล คณะวศิวกรรมศาสตร์ มหาวทิยาลัยเชยีงใหม ่ โดยมเีน ื้อหา
ครอบคลมุทีท่กุหัวข้อทีส่อนในช้ันเรยีนครบถ้วนตามทีก่ำหนดไว้ในหลักสตูร และมบีททีเ่ปน็การเพิม่เตมิกรณศีกึษาที่
ผ ู้สอนได้มปีระสพการณก์ารนำเอาไปใช้งานจรงิมาเรยีบเรยีงมาไว้เพ ือ่ให้ผ ู้เรยีนได้ศกึษาเปน็แนวทางในการนำเอาไป
ประยกุตใ์ช้งานทีเ่ก ีย่วข้องตอ่ไป เนือ่งจากเปน็กระบวนวชิาในระดับปรญิญาโท/เอก การเรยีบเรยีงเน ื้อหาในตำราเลม่
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ใดภาษาหนึง่ หากแตเ่น้นไปทีล่ำดับการและขบวนการแก้ปญัหา แตผ่ ู้สอนได้แสดงรหัสเทยีม (Pseudo code) ของ
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สมทีส่ดุเทา่ท ีจ่ะกระทำได้ และให้ส ือ่ความหมายให้ถกูต้องเหมาะสมมากทีส่ดุ ท้ังน ี้ผ ู้สอนได้เขยีนคำศัพทภ์าษาอังกฤษ
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ผู้สอนหวังเปน็อยา่งย ิง่วา่ เอกสารคำสอนนี้ จะเปน็ประโยชนใ์ห้กับนักศกึษา หรอื ผ ู้เรยีนทีม่คีวามสนใจทีจ่ะ
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เรยีบเรยีงคร้ังนี้มข้ีอผดิพลาดประการใด ผ ู้สอนต้องขออภัยมา ณ ทีน่ ี้ และผ ู้สอนขอน้อมรับข้อเสนอแนะทกุประการ
เพือ่นำไปปรับปรงุเน ื้อหาให้สมบรูณข์ึ้นตอ่ไป
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รายละเอยีดกระบวนวชิา:

นักศกึษาจะได้เรยีนร ู้หลักการและพื้นฐานของวธิกีารเชงิตัวเลขทีป่ระกอบไปด้วย การแก้ปญัหา
ของระบบสมการทีไ่มเ่ปน็เชงิเส้น ระบบสมการเชงิเส้น การฟติเส้นโค้ง การประมาณคา่ในชว่ง (Interpolation)

การประมาณคา่อนิทเิกรตด้วยวธิกีารเชงิตัวเลข และการหาอนพัุนธข์องสมการ วธิกีารแก้ปญัหาของสมการ
อนพัุนธแ์บบสามัญ (Ordinary differential equations) และ สมการอนพัุนธย์อ่ย (Partial differential

equations) รวมไปถงึการนำเอาคอมพวิเตอรม์าใช้เปน็เคร ือ่งมอืในการประยกุตใ์ช้ในการแก้ปญัหาทางด้าน
วศิวกรรมเคร ือ่งกลทีเ่ก ีย่วข้องด้วยวธิกีารเชงิตัวเลขทีไ่ด้อธบิายไว้เน ื้อหาดังกลา่วข้างต้น

วัตถปุระสงค:์

1. เพ ือ่ให้นักศกึษามพี ื้นฐานและเข้าใจหลักการคำนวณเชงิตัวเลขในงานวศิวกรรมเคร ือ่งกล

2. เพ ือ่ให้นักศกึษาสามารถประยกุตใ์ช้ทักษะการเขยีนโปรแกรมคอมพวิเตอรใ์นการแก้ปญัหาทางวศิวกรรม

กำหนดการเรยีนการสอน:

เวลาทีใ่ช้สำหรับเนื้อหาแตล่ะสว่นทีม่ลีำดับแสดงไว้ดังตารางข้างลา่งนี้ สว่นข้อมลูอ ืน่ ๆ เก ีย่วกับ
การบ้าน การทดสอบยอ่ย เร ือ่งแจ้งให้ทราบ ข้อมลูและขา่วสาร ให้นักศกึษาตดิตามใน ชัว่โมงเรยีนของวชิานี้



ตารางการเรยีนการสอน/ตารางการสง่การบ้าน
สัปดาห์ เน ื้อหา Assignment

1 บทที่ 1: บทนำ (Introduction)

2 บทที่ 1:บทนำ (ตอ่) การบ้านบทที่ 1

3 บทที่ 2: ระบบสมการไมเ่ปน็เชงิเส้น (System of nonlinear equations)

4 บทที่ 2: ระบบสมการไมเ่ปน็เชงิเส้น (ตอ่) การบ้านบทที่ 2

5 บทที่ 3: ระบบสมการเชงิเส้น (Systems of linear equations)

6 บทที่ 3: ระบบสมการเชงิเส้น (ตอ่) การบ้านบทที่ 3

7 บทที่ 4: การฟติเส้นโค้ง และการประมาณคา่ในชว่ง (Curve fitting and interpolation)

8 บทที่ 4: การฟติเส้นโค้ง และการประมาณคา่ในชว่ง (ตอ่) การบ้านบทที่ 4

9 สอบกลางภาค

10 บทที่ 5: การหาปรพัินธเ์ชงิตัวเลข (Numerical integration)

11 บทที่ 5: การหาปรพัินธเ์ชงิตัวเลข (ตอ่) การบ้านบทที่ 5

12 บทที่ 6: การหาอนพัุนธเ์ชงิตัวเลข (Numerical differentiation) การบ้านบทที่ 6

13 บทที่ 7: สมการเชงิอนพัุนธส์ามัญ (Ordinary differential equations)

14 บทที่ 7: สมการเชงิอนพัุนธส์ามัญ (ตอ่) การบ้านบทที่ 7

15 บทที่ 8: สมการเชงิอนพัุนธย์อ่ย (Partial differential equations)

16 บทที่ 8: สมการเชงิอนพัุนธย์อ่ย (ตอ่) การบ้านบทที่ 8

17 ทบทวนเนื้อหาท้ังหมด Term project

สอบปลายภาค



คะแนน คะแนนแบง่เปน็ 4 สว่น คอื

1. การบ้าน 10%

2. Term Project 20%

3. สอบกลางภาค (เน ื้อหาในสว่นแรก สัปดาหท์ ี่ 1 - 8) 35%

4. สอบปลายภาค (เน ื้อหาในสว่นทีส่อง สัปดาหท์ ี่ 10 – 17) 35%

เกณฑก์ารสอบผา่นและการตัดเกรด
การตัดเกรดจะพจิารณาท้ังแบบองิเกณฑ์ โดยเกณฑ์ คอื

≥ 85 เกรด A 65 – 70 เกรด C

80 – 85 เกรด B+ 60 – 65 เกรด D+

75 – 80 เกรด B 50 – 60 เกรด D

70 – 75 เกรด C+ < 50 เกรด F

ตำรา และหนังสอือ้างองิประกอบการสอน

1. ยศธนา คณุาทร, การคำนวณทางวศิวกรรมเคร ือ่งกล, ภาควชิาวศิวกรรมเคร ือ่งกล คณะวศิวกรรมศาสตร์
มหาวทิยาลัยเชยีงใหม,่ 2023 (ตำราเลม่นี้)

2. Atkinson K. and Han W., Elementary Numerical Analysis(Third Edition), John Wiley & Sons, Inc.,

US, 2004.

3. Rao S. S., Applied Numerical Methods for Engineers and Scientists, Pearson Education, 2002

4. Borse G. J., Numerical Methods with MATLAB: A Resource for Scientists and Engineers, PWS

Publishing Company, U.S.A., 1997.

5. Hoffman Joe D., Numerical Methods for Engineers and Scientists, McGraw-Hill, Inc., US, 1992.

6. Chapra S.C., Clough D.E., Applied Numerical Methods with PYTHON for Engineers and Scientists,

McGraw Hill LLC, 2022
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แบบฝกึหัดท้ายบท 7

การแก้ปญัหาทางวศิวกรรมเกอืบท้ังหมดล้วนเกดิจากการหาคำตอบจากความสัมพันธร์ะหวา่งตัวแปรตา่ง ๆ
ทางกายภาพทีอ่ธบิายถงึพฤตกิรรมของระบบของวศิวกรรมน้ัน ๆ หรอืสามารถเรยีกอกีอยา่งได้วา่ แบบจำลองของ
ระบบนัน่เอง สมการคณติศาสตรก์เ็ปน็แบบจำลองทางวศิวกรรมประเภทหนึง่ แบบจำลองทางวศิวกรรมสามารถแบง่
ได้เปน็ 3 ประเภทใหญ่ ๆ คอื

1. แบบจำลองการทดลอง (Experimental Model) คอืการสร้างแบบจำลองเหมอืนจรงิของสิง่ท ีต้่องการศกึษา ซึง่
อาจจะมขีนาดเทา่หรอืไมเ่ทา่กับของจรงิกไ็ด้ เพ ือ่ศกึษาผลกระทบของตัวแปรตา่ง ๆ ตอ่แบบจำลอง หรอืผลของ
รปูรา่งแบบจำลองตอ่ตัวแปรทีเ่ก ีย่วข้อง ท้ังภายนอกหรอืภายในของแบบจำลองน้ันจากการวัด ดังแสดงในรปูที่
1.1

(ก) (ข)

รปูที่ 1.1: การทดลองเพือ่ศกึษาลักษณะการไหลของเลอืดในการผา่ตัดเช ือ่มเส้นเลอืดแบบ Total cavopulmonary

connection ขนาดขยายสีเ่ทา่ (ก) ภาพรา่งของการผา่ตัดเช ือ่มเส้นเลอืดแบบ Total cavopulmonary connection (ข)
แบบจำลองการทดลองของการผา่ตัดเช ือ่มเส้นเลอืดแบบ Total cavopulmonary connection ขนาดขยายสีเ่ทา่ (ทีม่า
Khunatorn et al. 2002 [14] )
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2 1.1. ระเบยีบวธิเีชงิตัวเลข

2. แบบจำลองทางคณติศาสตร์ คอื สมการคณติศาสตรท์ ีใ่ช้ในการอธบิายพฤตกิรรม หรอืปรากฏการณท์าง
กายภาพหรอืขบวนการตา่ง ๆ

3. แบบจำลองเชงิตัวเลข คอื เทคนคิทีป่รับเปลีย่นแบบจำลองทางคณติศาสตรท์ ีซั่บซ้อนให้อย ูใ่นรปูแบบทีง่า่ยขึ้น
และสามารถคำนวณหาคำตอบได้ ด้วยระเบยีบวธิทีางพชีคณติ โดยทัว่ไปการแก้ปญัหาด้วยระเบยีบวธิกีารเชงิ
ตัวเลขมักจะมปีรมิาณการคำนวณทางพชีคณติทีส่งูมาก

1.1 ระเบยีบวธิเีชงิตัวเลข

กอ่นทีจ่ะมกีารนำเอาคอมพวิเตอรม์าประยกุตใ์ช้กับระเบยีบวธิเีชงิตัวเลขนี้ การแก้ปญัหาทางวศิวกรรมนยิม
ทำด้วย 3 วธิตีา่ง ๆ ดังนี้

1. การคำนวณคำตอบด้วยการแก้สมการคณติศาสตร์ หรอืทีเ่รยีกวา่ วธิอีนาลติคัิล (Analytical method) ซึง่
สามารถนำเสนอพฤตกิรรมของบางระบบได้เปน็อยา่งด ี อยา่งไรกต็ามระเบยีบวธินี ี้ มักจะถกูจำกัดให้ใช้งานได้
กับบางระบบทีไ่มซั่บซ้อนมากเทา่น้ัน เชน่ ระบบทีผ่า่นสมมตฐิานเพือ่ให้รปูแบบสมการคณติศาสตรล์ดความซับ
ซ้อนลง เปน็ต้น คำตอบทีไ่ด้จากวธินี ี้จะเปน็สมการความสัมพันธร์ะหวา่งคา่ของตัวแปรตามทีต้่องการคำนวณ
กับคา่ของตัวแปรต้นของระบบ

2. วธิทีางกราฟกิ ใช้ศกึษาพฤตกิรรมของระบบด้วยการพลอ็ตกราฟ และสามารถประยกุตใ์ช้กับงานทีม่รีปูรา่งซับ
ซ้อนได้ แตว่ธินี ี้จะได้ความแมน่ยำน้อย

3. การคำนวณระเบยีบวธิเีชงิตัวเลขโดยไมใ่ช้โปรแกรมคอมพวิเตอร์ โดยหลักการแล้ววธินี ี้จะเน้นการประยกุตใ์ช้
ระเบยีบวธิที ีเ่หมาะสมทีส่ดุสำหรับการแก้ปญัหาทีซั่บซ้อน ซึง่โดยทัว่ไปจะเปน็เทคนคิในการประมาณคา่คำ
ตอบแทนทีจ่ะแก้สมการหาคำตอบโดยตรง ทำให้ระเบยีบวธิเีชงิตัวเลขมกีารคำนวณเปน็ปรมิาณมาก และข้ัน
ตอนทีย่ ุง่ยาก ทำให้ระเบยีบวธิเีชงิตัวเลขใช้ทรัพยากรในการคำนวณสงู คำตอบทีไ่ด้จากวธินี ี้ มักจะไมไ่ด้คำตอบ
เปน็สมการความสัมพันธร์ะหวา่งคา่ของตัวแปรตามทีต้่องการคำนวณ กับคา่ของตัวแปรต้นของระบบเหมอืน
กับวธิแีบบอนาลติคัิล แตจ่ะได้คำตอบเปน็ตัวแปรตามทีต้่องการคำนวณ ณ คา่ตัวแปรต้นน้ัน ๆ ของระบบเลย
โดยตรง

ระเบยีบวธิเีชงิตัวเลขจงึมกีารพัฒนามาพร้อม ๆ กับขดีความสามารถของเทคโนโลยคีอมพวิเตอรเ์พราะ
ปรมิาณการคำนวณทีต้่องทำมจีำนวนมาก เนือ่งด้วยเทคโนโลยขีองคอมพวิเตอรป์จัจบัุนทีม่ขีดีความสามารถในการ
คำนวณทีส่งูมาก ทำให้ข้อจำกัดด้านเวลาในการคำนวณของระเบยีบวธิเีชงิตัวเลขลดลง จงึสามารถประยกุตใ์ช้แบบ
จำลองเชงิตัวเลขกับสมการคณติศาสตรท์ ีม่คีวามซับซ้อนได้ รวมไปถงึการวเิคราะหผ์ลลัพธท์ ีด่ขีึ้น ทำให้ระเบยีบวธิเีชงิ
ตัวเลขในปจัจบัุนเปน็เคร ือ่งมอืทีส่ามารถชว่ยแก้ปญัหาระบบสมการทางด้านวศิวกรรมทีม่คีวามซับซ้อน และระบบที่
ไมเ่ปน็เชงิเส้นได้ รวมไปถงึงานบางอยา่งทีไ่มส่ามารถแก้ด้วยวธิอีนาลติคัิลได้
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1.2 แบบจำลองทางคณติศาสตร์
การใช้แบบจำลองเชงิตัวเลขมาเปน็เคร ือ่งมอืในการแก้ปญัหาน้ันหากจะใช้ให้เกดิประโยชนส์งูสดุผ ู้ใช้จะต้อง

มคีวามเข้าใจในพื้นฐาน ของระบบทีต้่องการศกึษาเสยีกอ่น โดยปกตพิฤตกิรรมของระบบทีต้่องการศกึษาจะแสดง
อย ูใ่นรปูของสมการคณติศาสตรท์ ีเ่รยีกวา่กฎพื้นฐาน ท้ังนี้การจะเข้าใจกฎพื้นฐานทางวศิวกรรมน้ันต้องมคีวามเข้าใจ
ในแบบจำลองทางคณติศาสตรเ์สยีกอ่น โดยทัว่ไปโครงสร้างของแบบจำลองทางคณติศาสตรจ์ะอย ูใ่นรปูของความ
สัมพันธดั์งนี้

Dependent
Variable = f

(
Independent

Variables ,Parameters, Force
Functions

)
(1.1)

โดยที่

Dependent variable (ตัวแปรตาม ) คอืตัวแปรตามทีเ่ปน็ผลลัพธข์องระบบทีต้่องการ
ทราบคา่

Independent variable (ตัวแปรต้น) คอืตัวแปรต้น หรอื ตัวแปรอสิระ ทีใ่ช้เปน็ตัว
กำหนดความสัมพันธข์องตัวแปรตาม โดยทัว่ไปจะ
เปน็มติขิองระบบ ระยะทางและเวลา

Parameters (พารามเิตอร์ ) เปน็คณุสมบัตหิรอืคา่คงทีข่ององคป์ระกอบของ
ระบบ

Force functions (ฟอรซ์ ฟงักชั์น) เปน็อทิธพิลจากภายนอกทีม่ผีลกระทบตอ่ระบบ

แบบจำลองทางคณติศาสตรจ์ะมรีปูแบบต้ังแตส่มการพชีคณติงา่ย ๆ ไปจนถงึระบบสมการอนพัุนธท์ ีซั่บซ้อน
ซึง่ตัวอยา่งสมการพชีคณติอยา่งงา่ย ได้แก ่ กฏข้อทีส่องของนวิตัน

F =ma (1.2)

โดยที่
F คอื แรงลัพธท์ ีก่ระทำตอ่วัตถ ุ (N หรอื kg.m/s2)

m คอื มวลของวัตถ ุ (kg)

a คอื ความเรง่ของวัตถ ุ (m/sec2)

ถ้าจัดรปูสมการ (1.2) ใหมดั่งนี้
a =

F
m

(1.3)

โดยที่ a เปน็ตัวแปรตาม, F เปน็ ฟอรซ์ ฟงักชั์น (Force function) ทีก่ระทำตอ่ระบบ และ m คอื พารามเิตอรท์ ี่
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เปน็คณุสมบัตขิองระบบ ในสมการ (1.3) ไมม่ตัีวแปรต้น เนือ่งจากยังไมม่กีารศกึษาการเปลีย่นแปลงความเรง่ตอ่ระยะ
ทางหรอืเวลา สมการ (1.3) แสดงให้เหน็ถงึแบบจำลองทางคณติศาสตรอ์ยา่งงา่ยทีส่ามารถคำนวณหาคำตอบด้วยวธิ ี
พชีคณติงา่ย ๆ แตใ่นงานทางด้านวศิวกรรมจรงิ ๆ แล้ว จะมคีวามซับซ้อนกวา่นี้ จงึต้องใช้วธิทีางคณติศาสตรท์ ีส่งูกวา่
มาคำนวณหาคำตอบ เชน่ แบบจำลองทางคณติศาสตร์ การเคลือ่นทีข่องระบบสปรงิ/มวล แบบมแีรงแดมพ์ และแรง
ภายนอกมากระทำ ดังแสดงในรปูที่ 1.2 ซึง่สามารถแสดงเปน็สมการได้ดังนี้

m
d2x

dt2
= −kx − c dx

dt
+ f (t) (1.4)

รปูที่ 1.2: การเคลือ่นทีข่องระบบสปรงิ/มวล แบบมแีรงแดมพ์ และแรงภายนอกมากระทำ

โดยทีค่า่ m คอืมวลของวัตถ,ุ k คอืคา่คงทีข่องสปรงิ, c คา่คงทีข่องการแดมพ,์ f (t) แรงภายนอกทีก่ระทำตอ่
ระบบ ณ เวลาใด ๆ และ x คอืระยะขจัดของวัตถจุากตำแหนง่สมดลุ จะเหน็ได้วา่แบบจำลองทางคณติศาสตรอ์ย ูใ่นรปู
ของสมการอนพัุนธ์ และการคำนวณหาคำตอบจะต้องใช้วธิเีทยีบสัมประสทิธ ิ์ หรอืวธิแีปรตัวพารามเิตอร์ ซึง่มคีวามซับ
ซ้อนมากขึ้น

1.3 คา่ความคลาดเคลือ่นในระเบยีบวธิเีชงิตัวเลข

ความถกูต้องของผลลัพธท์ ีไ่ด้จากระเบยีบวธิคีำนวณเชงิตัวเลขน้ัน สามารถประเมนิได้จากคา่ความคลาด
เคลือ่นทีเ่กดิจากระเบยีบวธิเีชงิตัวเลข ในระเบยีบวธิเีชงิตัวเลขน้ันจะมคีวามคลาดเคลือ่นหลัก ๆ ดังนี้

1. ความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลาย (Truncation error) เปน็ความคลาดเคลือ่นทีเ่กดิจากการใช้วธิปีระมาณคา่
เข้ามาคำนวณหาคำตอบแทนทีจ่ะใช้วธิคีำนวณสมการคณติศาสตรน้ั์นโดยตรง เชน่ การประมาณคา่ของอนกุรม
อนันต์ (Infinite series) ด้วยการตัดปลายอนกุรมให้เหลอืจำนวนพจนท์ ีจ่ำกัด หรอืการใช้วธิผีลตา่งสบืเน ือ่ง
ในการคำนวณเพือ่ประมาณคา่คำตอบของสมการอนพัุนธ์ เปน็ต้น ยกตัวอยา่งเชน่ ฟงักชั์นเอกซโ์พเนนเชยีล
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สามารถเขยีนให้อย ูใ่นรปูของอนกุรมอนันตไ์ด้ดังนี้

ex = 1+ x +
x2

2
+
x3

6
+ · · ·+ xn

n!
+ · · ·

การคำนวณฟงักชั์นข้างต้นด้วยจำนวนพจน์ เพยีงแค ่ n พจน์ จะทำให้สว่นทีเ่หลอืทีตั่ดทิ้งไปไมน่ำมาคำนวณน้ัน
เปน็คา่ความคลาดเคลือ่นทีเ่กดิจากการตัดปลายนัน่เอง

2. ความคลาดเคลือ่นจากการปดัเศษ (Round-off error) เปน็ความคลาดเคลือ่นทีเ่กดิจากการปดัเศษตัวเลขทิ้ง
ในการคำนวณเชงิตัวเลขจะเก ีย่วข้องกับปฏบัิตกิารทางคณติศาสตรกั์บตัวเลข เชน่ การบวก/ลบ การคณู/หาร
เปน็ต้น ซึง่ตัวเลขทีก่ลา่วถงึน ี้จะมท้ัีง เลขจำนวนเตม็ เลขจำนวนจรงิ ทีจ่ะมท้ัีงจำนวนจรงิทีม่ทีศนยิมจำกัด หรอื
จำนวนจรงิทีม่ทีศนยิมไมจ่ำกัด เชน่ π = 3.1415926535... เปน็ต้น แตค่อมพวิเตอรท์ ีใ่ช้ในการคำนวณ
เชงิตัวเลขน้ัน จะมคีวามสามารถในการเกบ็ข้อมลูตัวเลขทีจ่ำกัด ปกตแิล้วคอมพวิเตอรจ์ะมกีารเกบ็ข้อมลูตัวเลข
จำนวนจรงิด้วย ระเบยีบวธิเีกบ็จำนวนจดุลอย (Floating-point number) แทนการเกบ็คา่จำนวนจรงิ ซึง่จะใช้
แมนทสิซา (Mantissa) และ เลขชี้กำลัง (Exponent) ให้อย ูใ่นรปูแบบดังนี้

m× be

โดยที่ m คอืคา่แมนทสิซา b คอืคา่ระบบเลขฐานทีใ่ช้ และ e คอืคา่ตัวเลขชี้กำลัง ตัวอยา่งเชน่ คา่จำนวนจรงิ
1/31 = 0.032258064516 . . . สามารถเขยีนในรปูแบบของจดุลอยทีม่คีวามสามารถเกบ็คา่แมนทสิซาเปน็
ตัวเลขนัยสำคัญห้าตัวได้ดังนี้ 0.32258 × 10−1 จะเหน็ได้วา่คอมพวิเตอรไ์มส่ามารถเกบ็คา่ทีแ่ท้จรงิของ
จำนวนจรงิทีม่ทีศนยิมไมจ่ำกัดได้ และจำนวนเศษทีถ่กูตัดทิ้งเน ือ่งจากเกนิความสามารถในการเกบ็ข้อมลูก ็
คอืความคลาดเคลือ่นจากการปดัเศษนัน่เอง ความคลาดเคลือ่นประเภทนี้จะสง่ผลตอ่ผลการคำนวณสงูในกรณี
ท ีม่กีารคำนวณระหวา่งคา่ตัวเลขทีม่คีา่มากแตม่คีา่ความแตกตา่งระหวา่งตัวเลขในการคำนวณน้ันน้อย โดย
ทัว่ไประบบคอมพวิเตอรท์ ีม่กีารเกบ็ข้อมลูตัวเลขแบบ 32 บติ และ 64 บติ จะสามารถเกบ็ตัวเลขนัยสำคัญได้
จำนวน จำนวน 7 ตัว และ 13 ตัว ตามลำดับ

1.4 ซอฟตแ์วรส์ำหรับใช้ในการแก้ปญัหาด้วยระเบยีบวธิเีชงิตัวเลข
ไมโครซอฟต์ เอก็ซเ์ซล (Microsoft Excel) เปน็สเปรดชทีพัฒนาโดยบรษัิทไมโครซอฟต์ มลัีกษณะเกบ็ข้อมลู

เปน็ตาราง โดยทีผ่ ู้ใช้สามารถทำการใสส่ตูรคำนวณทางคณติศาสตรจ์ากคา่ข้อมลูทีอ่ย ูใ่นเซลล์ ตา่ง ๆ ทีใ่ช้เกบ็ข้อมลู
ได้ด้วยการอ้างองิพกัิดของเซลลจ์ากตำแหนง่แถว และตำแหนง่คอลัมน์ ในตารางเกบ็ข้อมลูน้ัน ๆ เมือ่ข้อมลูในเซลลท์ ี่
ถกูอ้างองิในสตูรคำนวณเปลีย่น Excel กจ็ะทำการอัปเดทผลการคำนวณให้ใหมทั่นที และ Excel ยังมสีตูรสำเรจ็พื้น
ฐานทางคณติศาสตรท์ ีห่ลากหลาย มเีคร ือ่งมอืทีช่ว่ยในการวเิคราะหห์าความสัมพันธข้์อมลู และสามารถสร้างกราฟ
ในการแสดงผลข้อมลูทำเปน็เคร ือ่งมอืหนึง่ท ีส่ามารถนำมาแก้ปญัหาทางวศิวกรรมด้วยระเบยีบวธิเีชงิตัวเลขได้งา่ย มี
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ความเรว็รวดในการทำงาน แตจ่ะเหมาะสมกับข้อมลูไมม่คีวามซับซ้อนมาก หรอื ข้อมลูอย ูใ่นสภาวะทีพ่ร้อมใช้งาน
นอกจากน้ัน Excel ยังรองรับการเขยีนโปรแกรมด้วยภาษา Visual Basic for Application (VBA) เพ ือ่สัง่งานการ
ทำงานให้เปน็อัตโนมัต ิ โดยมี มาโคร (Marco) เปน็ตัวจัดลำดับการทำงานของโปรแกรม แต่Excel ยังมข้ีอจำกัดในการ
เร ือ่งของการประมวลผลกับข้อมลูทีม่จีำนวนมาก และยังไมส่ามารถเช ือ่มตอ่กับระบบฐานข้อมลูประเภทอืน่ ๆ ได้

Matlab เปน็ภาษาคอมพวิเตอรร์ะดับสงูทีใ่ช้สำหรับคำนวณเชงิตัวเลข แสดงผลกราฟกิ และพัฒนาเปน็แอ
พลเิคชัน่ได้ ทำให้ผ ู้ใช้สามารถคำนวณผลลัพธ์ พัฒนาอัลกอรทิึม่ สร้างแบบจำลอง และแอพลเิคชัน่ได้งา่ยและรวดเรว็
โปรแกรม Matlab ประกอบด้วยภาษาคอมพวิเตอร์ และกลอ่งเคร ือ่งมอื (Toolbox) ซึง่เปน็ทีร่วบรวมชดุโปรแกรม และ
คำสัง่ท ีเ่ปน็เคร ือ่งมอืสำหรับการคำนวณ และการวเิคราะหป์ระเภทตา่ง ๆ ทีผ่ ู้ใช้สามารถนำมาประยกุตใ์ช้ในโปรแกรม
ของตนเองได้ Matlab มักจะถกูนำไปใช้ในการวเิคราะหข้์อมลู การประมวลผลสัญญาณ (Signal processing) การ
สือ่สารข้อมลู (Data communication) การประมวลผลภาพและวดิโีอ (Image and video processing) ระบบควมคมุ
(Control system) และอืน่ ๆ อกีมากมาย Matlab จงึเปน็หนึง่ในภาษาทีนั่กวทิยาศาสตรแ์ละวศิวกรใช้มากทีส่ดุ โดย
เฉพาะระเบยีบวธิเีชงิตัวเลข

C++ เปน็ภาษาคอมพวิเตอรพ์ ื้นฐานทีม่กีารใช้งานกันอยา่งแพรห่ลายภาษาหนึง่ในปจัจบัุน ผ ู้ใช้งานจะต้องมี
พ ื้นฐานการเขยีนโปรแกรมเบื้องต้นกอ่น โดย ภาษาซี (C) เปน็การเขยีนโปรแกรมเชงิวัตถ ุ (Object oriented program-

ming) พัฒนาขึ้นโดยบรษัิทไมโครซอฟต์ เชน่เดยีวกับไมโครซอฟต์ เอก็ซเ์ซล ภาษาซี สามารถเขยีนโปรแกรมออกมา
เปน็วนิโดวแ์อพลเิคชัน่ (Windows application) และสามารถใช้เช ือ่มตอ่กับระบบฐานข้อมลูได้ ผ ู้พัฒนาสามารถเขยีน
โปรแกรมนำข้อมลูจากระบบฐานข้อมลูมาประมวลผลได้ ทำให้สามารถวเิคราะหข้์อมลูทีม่คีวามซ้ำซ้อนกันหลายช้ันได้
นำข้อมลูทีม่คีวามสัมพันธอ์อกมาแสดงผลได้อยา่งชัดเจน อกียังประมวลผลข้อมลูทีม่จีำนวนมากได้

Python เปน็ภาษาคอมพวิเตอรท์ ีถ่กูพัฒนาหลัง ภาษาซี โดยที่ Python เปน็ภาษาทีร่องรับการเขยีน
โปรแกรมได้หลายแบบท้ังแบบแอพลเิคชัน่ แบบเวบ็แอพลชัิน่ และแบบคำสัง่ข้อความ (Command prompt) เน ือ่งจาก
Python เปน็ภาษาทียั่งคงถกูพัฒนาอยูต่ลอดเวลาในปจัจบัุน นักพัฒนาระบบจงึได้สร้างทีเ่กบ็รวบรวมชดุคำสัง่ (Li-

brary) สามารถนำมาใช้งานกับโปรแกรมสำหรับให้ผ ู้ใช้งานได้เลย Python นยิมใช้ในการพัฒนาใน วเิคราะหข้์อมลูตา่ง
ๆ การคำนวณเชงิสถติ ิ รวมไปจนถงึการคำนวณทางด้านวศิวกรรมตา่ง ๆ นอกจากน้ันแล้วภาษา Python ยังสามารถ
พัฒนาไปประยกุตใ์ช้ได้ในเกอืบทกุระบบปฏบัิตกิาร Python จงึเปน็อกีเคร ือ่งมอืหนึง่ท ีไ่ด้รับความนยิมเปน็อยา่งมาก
ในปจัจบัุน
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แบบฝกึหัดท้ายบท
1. จงใช้อนกุรม เทยเ์ลอร์ อันดับหนึง่ และอันดับสอง ในการประมาณคา่ของฟงักชั์นตอ่ไปนี้

1− x
1+ y

2. จงเปรยีบเทยีบคา่ความคลาดเคลือ่นของการคำนวณคา่ y = ex ณ ตำแหนง่ x = 10 และ x = −10 จาก จำนวน
เทอมการคำนวณตา่ง ๆ

y = 1+ x +
x2

2
+
x3

3!
+ . . .

3. จงคำนวณหารากของสมการ x2 − 90x +1 = 0 โดยใช้ทศนยิม 4 ตำแหนง่ และเปรยีบเทยีบความคลาดเคลือ่นที่
ได้

4. จงคำนวณหาปรมิาตรของหยดน้ำรปูทรงกลม ต้ังแตท่ ีเ่วลา 0 ถงึ 10 จากสมการของอัตราการระเหยของหยดน้ำ
ตอ่ไปนี้

dV
dt

= kA

โดยที่V คอืปรมิาตรของหยดน้ำ (mm.3), t คอืเวลา (min), k = 0.1 คอือัตราการระเหย (mm/min), A คอืพื้นที่
ผวิหยดน้ำ (mm2) ถ้าหากทีเ่วลาเร ิม่ต้นหยดน้ำมรัีศมเีทา่กับ 3 mm



8 แบบฝกึหัดท้ายบท



2. การหารากของสมการ

2.1 ระเบยีบวธิแีบบกำหนดคา่ครอ่มราก (Bracketing method) 11

2.2 ระเบยีบวธิแีบบเปดิ (Open method) 22

2.3 รากของสมการพหนุาม (Root of polynomials) 33

แบบฝกึหัดท้ายบท 40

การคำนวณหารากของสมการคอืวธิกีารคำนวณหาตำแหนง่ทีค่า่ของสมการเปน็ศนูย์ หรอืทีเ่รยีกอกีอยา่งวา่
”ราก” ของสมการ เปน็เทคนคิหนึง่ท ีใ่ช้ในการคำนวณหาคำตอบของระบบสมการทีไ่มเ่ปน็เชงิเส้น (Nonlinear equa-

tions system) ซึง่มักจะพบได้ทัว่ไปในโจทยป์ญัหาทางด้านวศิวกรรม และในบางคร้ังสมการเหลา่นี้จะไมส่ามารถหาคำ
ตอบด้วยวธิวีเิคราะหท์างคณติศาสตรป์กตไิด้โดยตรง หากกลา่วถงึรากสมการคณติศาสตรมั์กจะนกึถงึสมการพหนุาม
(Polynomial equation) อันดับสอง

f (x) = ax2 + bx + c = 0 (2.1)

โดยทีค่ำตอบของสมการ (2.1) มคีา่เทา่กับ
x =
−b ±

√
b2 − 4ac
2a

(2.2)

คา่ x จะเปน็คา่ทีท่ำให้ f (x) = 0 นัน่กค็อืรากของสมการ แตร่ากของสมการทีอ่ย ูใ่นรปูแบบอืน่ ๆ อาจจะหาคา่ได้ไมง่า่ย
เหมอืนกับตัวอยา่งข้างต้น ตารางที่ 2.1 แสดงถงึตัวอยา่งการวเิคราะหด้์านวศิวกรรมด้านตา่ง ๆ ทีต้่องอาศัยระเบยีบวธิ ี
เชงิตัวเลขเข้ามาชว่ยหาคำตอบ พจิารณาการคำนวณของอัตราการเปลีย่นแปลงความเรว็ตอ่เวลาของวัตถ ุ ท ีต่กลงมา

ตารางที่ 2.1: งานด้านวศิวกรรมทีอ่าจจะต้องใช้วธิกีารแก้ปญัหาด้วยการหารากของสมการ
สาขาวศิวกรรม การใช้รากของสมการในการคำนวณ

วศิวกรรมเคร ือ่งกล การคำนวณหาอณุหภมู ิ ณ ตำแหนง่ และเวลา ใด ๆ
วศิวกรรมเคร ือ่งกล การคำนวณหาขนาด และทศิทางของแรง ณ ตำแหนง่ และเวลา ใด ๆ
วศิวกรรมเคร ือ่งกล การคำนวณหาความเรง่ ความเรว็ และตำแหนง่ ณ ตำแหนง่ และเวลา ใด ๆ
วศิวกรรมเคมี การคำนวณหาความเข้มข้นของสาร ณ ตำแหนง่ และเวลา ใด ๆ

9
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ตามแนวดิง่ด้วยแรงโน้มถว่งของโลกแบบมแีรงต้านอากาศ ดังรปูที่2.1 โดยการประยกุตใ์ช้แบบจำลองทางคณติศาสตร์
ของกฎข้อทีส่องของนวิตัน

dv
dt

=
F
m

(2.3)

โดยที่ dv/dt คอื อัตราการเปลีย่นแปลงความเรว็ตอ่เวลา แรงลัพธภ์ายนอกทีก่ระทำตอ่วัตถทุ ีป่ระกอบด้วย แรงจาก
แรงโน้มถว่งของโลก (FD) และแรงต้านอากาศ (FU )

F = FD +FU =mg − cv (2.4)

g คอืคา่คงทีข่องแรงโน้มถว่งของโลกมคีา่เทา่กับ 9.81 m/sec2 และ c คอืคา่สัมประสทิธ ิแ์รงต้านของวัตถซุึง่ขึ้นอย ูกั่บ
ความเรว็ ดังน้ัน

dv/dt =
(mg − cv)

m
= g − c

m
v (2.5)

รปูที่2.1: รปูแสดงแผนภาพของแรงทีก่ระทำตอ่วัตถ ุFD คอืแรงโน้มถว่งของโลกมทีศิทางลงในแนวดิง่ และFU คอืแรง
ต้านอากาศมทีศิทางขึ้นในแนวดิง่

สมการ (2.5) อยูใ่นรปูของสมการอนพัุนธ์ ซึง่จะต้องใช้วธิกีารแก้สมการอนพัุนธเ์ข้ามาคำนวณหาคำตอบ ถ้าทีเ่วลาเร ิม่
ต้น (t = 0) ความเรว็ของวัตถเุทา่กับศนูย์ (v = 0) จะได้คำตอบทัว่ไปคอื

v(t) =
gm

c

(
1− e−(c/m)t

)
(2.6)
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จากสมการ (2.6) จะเหน็ได้วา่ ลักษณะของความเรว็ท ีเ่ปน็ฟงักชั์นของเวลา และสามารถคำนวณหาคา่คำ
ตอบของความเรว็ ณ เวลาใด ๆ ได้โดยตรง หากร ู้คา่ตัวแปรท้ังหมดทางด้านขวามอืของสมการ สมการทีม่ลัีกษณะแบบ
นี้เรยีกวา่ ฟงักชั์นเอก็ซพ์ลซิทิ (Explicit) แตถ้่าหากตัวแปรทีต้่องการทราบคา่คอืสัมประสทิธ ิแ์รงต้านทานอากาศ (c)

จากสมการข้างต้น จะพบวา่ไมส่ามารถจัดรปูสมการแยกให้สัมประสทิธ ิแ์รงต้านอากาศ (c) มาอยูข้่างใดข้างหนึง่ของ
สมการได้ สมการรปูแบบนี้เรยีกวา่ ฟงักชั์นอมิพลซิทิ (Implicit) ดังน้ันจงึต้องนำเอาระเบยีบวธิเีชงิตัวเลขในการหาราก
ของสมการมาใช้ในการหาคำตอบโดยเขยีนสมการ (2.6) ใหมดั่งนี้

f (c) =
gm

c
(1− e−(c/m)t)− v (2.7)

คา่ c ทีท่ำให้ f (c) = 0 คอืรากของสมการและเปน็คา่สัมประสทิธแิรงต้านทีเ่ปน็คำตอบของสมการ ซึง่
สามารถหาคา่ได้ด้วยระเบยีบวธิเีชงิตัวเลข ดังจะได้อธบิายในสว่นตอ่ไป

2.1 ระเบยีบวธิแีบบกำหนดคา่ครอ่มราก (Bracketing method)

เทคนคิการหารากสมการวธินี ี้อาศัยหลักการทีว่า่ คา่ของฟงักชั์นจะเปลีย่นเคร ือ่งหมายในบรเิวณใกล้ราก
ของสมการ ดังน้ันเทคนคินี้จงึจะต้องอาศัยการเดาคา่เร ิม่ต้นสองคา่ทีต่กครอ่มอย ูท้ั่งสองด้านของรากสมการขึ้นมากอ่น
จากน้ันจงึจะมวีธิกีารขยับคา่ทีค่รอ่มอย ูใ่ห้ล ูเ่ข้าหาคำตอบ ซึง่วธิกีารขยับคา่ทีค่รอ่มรากให้ล ูเ่ข้าหาคำตอบ สามารถ
ทำได้หลายวธิ ี โดยรายละเอยีดมดัีงนี้

2.1.1 ระเบยีบวธิกีราฟกิ (Graphical method)

วธิที ีง่า่ยวธิหีนึง่ในการหารากสมการกค็อื การพลอ็ตกราฟของฟงักชั์น แล้วหาตำแหนง่ทีก่ราฟตัดกับแกน x

ซึง่คา่ x ทีต่ำแหนง่นี้จะเปน็ตำแหนง่ประมาณของรากสมการ

ตัวอยา่ง 2.1. จงใช้ระเบียบวิธีกราฟกิในการหาค่ากราฟแรงต้านอากาศ c ของวัตถท่ีุมีน้ำหนัก 68.1 kg. มี
ความเร็ว 40 m/sec ท่ีเวลา 10 sec

จากสมการ (2.7) แทนค่าเข้าไปในสมการจะได้ว่า

f (c) =
9.81× 68.1

c
(1− e−(c/68.1)10)− 40 (2.8)

แทนค่า c ต่าง ๆ กัน ลงในสมการข้างต้นจะได้ค่าของฟังก์ชัน f (c) ดังในตาราง
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c 4 8 12 16 20

f (c) 34.115 17.653 6.067 -2.269 -8.401

นำค่า c และ f (c) จากในตารางมาพล็อตเปน็กราฟจะพบว่ากราฟตัดแกน x ท่ีระหว่างค่า c เท่ากับ 12 และ 16

โดยจะมีค่าอย ู่ท่ีประมาณ c = 14.75 ดังแสดงในรปูท่ี 2.2 และ ถ้านำค่าน้ีไปแทนค่าในสมการ (2.8) จะได้ว่า

รปูที่ 2.2: การประมาณคา่รากของสมการด้วยวธิทีางกราฟกิ

f (c) =
667.38
14.75

(1− e−(0.146843)(14.75))− 40 = 0.059

คา่ของฟงักชั์นทีไ่ด้จากวธิกีราฟกิมคีา่ใกล้เคยีงกับคา่ศนูย์ หากนำไปแทนคา่ลงในสมการ (2.7) จะพบวา่
v = 40.059 m/sec ซึง่ใกล้เคยีงกับคา่ความเรว็ท ีก่ำหนดไว้คอื 40 m/sec จะเหน็วา่ผลลัพธท์ ีไ่ด้จากระเบยีบ
วธิกีราฟกินี้จะไมค่อ่ยแมน่ยำมากนัก อยา่งไรกต็ามวธินี ี้ เปน็วธิที ีง่า่ยและสามารถนำไปใช้ในการประมาณคา่รากสมการ
แบบครา่ว ๆ ได้ และยังสามารถนำไปใช้ในการประมาณคา่เร ิม่ต้นของระเบยีบวธิแีบบครอ่มรากอืน่ ๆ เพือ่นำไปหา
คา่รากของสมการทีแ่มน่ยำกวา่ตอ่ไปได้ นอกจากน้ันแล้ววธินี ี้ ยังสามารถชว่ยในการวเิคราะหลั์กษณะของฟงักชั์นได้วา่
มรีากของสมการเกดิขึ้นในชว่งทีส่นใจหรอืไม ่ หรอืมรีากของสมการมากกวา่หนึง่คา่เกดิขึ้นในชว่งทีส่นใจ ดังแสดงในรปู
2.3

2.1.2 ระเบยีบวธิแีบง่ครึง่ชว่ง (Bisection method)

ถ้าฟงักชั์นของสมการ f (x) เปน็จำนวนจรงิ และเปน็ฟงักชั์นตอ่เน ือ่งแล้ว ถ้าหากคา่ของ f (xl )f (xu) < 0 จะมี
รากจรงิของสมการอย ูใ่นชว่งระหวา่ง xl และ xu อยา่งน้อยหนึง่คา่ ระเบยีบวธิแีบง่ครึง่ชว่งจะมกีารคำนวณหารากของ
สมการได้โดยการแบง่ชว่งระหวา่ง xl และ xu ออกเปน็สองชว่งเทา่ ๆ กัน โดยทีค่า่จดุกึง่กลางระหวา่งสองจดุคอื xr
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(ก) (ข)

(ค) (ง)

รปูที่2.3: รปูแบบการเกดิรากแบบตา่ง ๆ ของสมการทีม่โีอกาสเกดิขึ้นในชว่งทีส่นใจ (ก) ไมม่รีากของสมการ (ข) มรีาก
ของสมการหนึง่ราก (ค) และ (ง) มรีากของสมการมากกวา่หนึง่ราก

สามารถคำนวณได้จาก

xr =
(xl + xu)

2

จากน้ันจะนำคา่ xr มาคำนวณหาคา่ประมาณของรากสมการตามเง ือ่นไขดังนี้

1. ถ้า f (xl )f (xr ) < 0 รากของสมการจะอย ูร่ะหวา่งคา่ xl และ xr ให้แทนคา่ xu = xr แล้วทำการวนรอบคำนวณหา
คา่ xr ใหม ่

2. ถ้า f (xl )f (xr ) > 0 รากของสมการจะอย ูร่ะหวา่งคา่ xr และ xu ให้แทนคา่ xl = xr แล้วทำการวนรอบคำนวณหา
คา่ xr ใหม ่

3. ถ้า f (xl )f (xr ) = 0, xr คอืรากของสมการ

การคำนวณของระเบยีบวธิแีบง่ครึง่ชว่งจะทำการคำนวณวนซ้ำ ไปเร ือ่ย ๆ จนกวา่คา่ f (xl )f (xr ) = 0 ซึง่
จะมรีอบการคำนวณทีม่าก และใช้เวลาในการคำนวณนาน ดังน้ันจงึต้องมกีารกำหนดเง ือ่นไขให้หยดุการคำนวณเพือ่
ไมใ่ห้ส ิ้นเปลอืงเวลาในการคำนวณ โดยทัว่ไปจะกำหนดไว้ทีเ่ม ือ่คา่ xr คา่ใหมท่ ีค่ำนวณได้มคีา่ใกล้เคยีงกับคา่เดมิเปน็
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เง ือ่นไขหยดุการคำนวณ เรยีกวา่ การกำหนดความคลาดเคลือ่นสัมพัทธ์

ϵa =

∣∣∣∣∣∣xnewr − xoldr

xnewr

∣∣∣∣∣∣100% (2.9)

ความคลาดเคลือ่นสัมพัทธใ์นแตล่ะรอบการคำนวณสามารถนำมาพลอ็ตเปน็กราฟได้ดังรปูที่ 2.4 จะเหน็ได้วา่ความ
คลาดเคลือ่นสัมพัทธใ์นแตล่ะรอบการคำนวณของระเบยีบวธิแีบง่ครึง่ชว่งจะมคีา่ท ีส่งูกวา่ความคลาดเคลือ่นจรงิเสมอ

รปูที่2.4: เปรยีบเทยีบระหวา่งคา่ความคลาดเคลือ่นสัมพัทธ์ และคา่ความคลาดเคลือ่นจรงิของระเบยีบวธิแีบง่ครึง่ชว่ง

สำหรับระเบยีบวธิแีบง่ครึง่ชว่งคา่ประมาณของรากสมการคอื xr = (xl + xu)/2 ซึง่คา่รากจรงิจะต้องอย ูใ่น
ชว่ง (xu − xl )/2 = ∆x/2 ดังน้ันคา่คำตอบทีถ่กูต้องจงึจะมคีา่อย ูใ่นชว่ง ±∆x/2 ซึง่จะทำให้คา่ความคลาดเคลือ่นจรงิม ี
คา่ตำ่กวา่คา่ความคลาดเคลือ่นสัมพัทธเ์สมอ ดังรปู 2.5

รปูที่ 2.5: ตำแหนง่ของ xr ในระเบยีบวธิแีบง่ครึง่ชว่งจะอย ูห่า่งคา่รากจรงิ (จดุสดีำทบึ) ไมเ่กนิ ∆x/2

จากรปู 2.6 จะเหน็ได้วา่ผลตา่งระหวา่งคา่ประมาณรากคา่ใหม ่ และคา่ประมาณรากคา่เดมิสามารถแสดงได้
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ดังสมการ 2.10

xnewr − xoldr =
(xu − xl )

2
(2.10)

ดังน้ันคา่ความคลาดเคลือ่นสัมพัทธข์องแตล่ะรอบการคำนวณจงึสามารถเขยีนใหมไ่ด้วา่

ϵa =
∣∣∣∣∣xu − xlxu + xl

∣∣∣∣∣100% (2.11)

รปูที่ 2.6: คา่ความคลาดเคลือ่นสงูสดุในแตล่ะรอบการคำนวณ ∆x/2 จะมคีา่เทา่กับผลตา่งระหวา่ง xnewr และ xoldr

ถ้า Ea,d คอืคา่ความคลาดเคลือ่นทีต้่องการของคำตอบสดุท้าย และ ∆x0 คอืคา่ xu − xl ทีเ่ปน็คา่เร ิม่ต้นคำนวณ เราจะ
สามารถคำนวณจำนวนรอบในการคำนวณเพือ่ให้ได้ความคลาดเคลือ่นของคา่คำตอบอยูใ่นชว่งทีต้่องการได้ดังนี้

n =
log(∆x0/Ea,d )

log2
= log2

(
∆x0

Ea,d

)
(2.12)

Pseudocode 1 Bisection method
1: iter = 0
2: xl ← ”lower bound initial guess”
3: xu ← ”upper bound initial guess”
4: ϵa > ϵs
5: ϵs← ”stopping criteria”
6: imax← ”maximum iteration”
7: while ϵa > ϵs or iter ≤ imax do
8: xoldr = xr
9: xr = (xl + xu)/2

10: iter = iter +1

11: root = f (xl ) ∗ f (xr )
12: ϵa = |((xr − xoldr )/xr | ∗ 100
13: if root < 0 then
14: xu = xr
15: else if root > 0 then
16: xl = xr
17: elseϵa = 0
18: end if
19: end while
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ตัวอยา่ง 2.2. จงใช้ระเบียบวิธีแบ่งคร่ึงช่วงในการหารากของสมการของโจทย์ตัวอย่างท่ี 2.1

f (c) =
9.81× 68.1

c
(1− e−(c/68.1)10)− 40

วิธีทำ จากวิธีพล็อตกราฟ จะเห็นได้ว่ารากของสมการตกอย ู่ในช่วงระหว่าง xl = 12 และ xu = 16 ดังน้ันหาก
เลือกใช้ค่าท้ังสองเปน็ค่าเร่ิมต้นจะได้ค่าก่ึงกลาง xr มีค่าเท่ากับ

xr =
(12+16)

2
= 14

ค่าผลคณูของฟังก์ชันท่ี xl = 12 และ xr = 14 จะมีค่าเท่ากับ

f (12)f (14) = 6.067(1.569) = 9.517

จะเห็นว่ารากของสมการจะอย ู่ในช่วงระหว่างค่า 14 < x < 16 ดังน้ันคำนวณหาค่าก่ึงกลางค่าใหม่จาก

xr =
(14+16)

2
= 15

จะได้ค่าผลคณูของฟังก์ชันมีค่าเท่ากับ

f (14)f (15) = 1.569(−0.425) = −0.666

ทำการคำนวณวนซ้ำต่อไปเร่ือย ๆ จึงจะได้ผลการคำนวณในแต่ละรอบดังตารางข้างล่างน้ี

Iteration xl xu xr ϵa(%) ϵt(%)

1 12 16 14 5.279

2 14 16 15 6.667 1.487

3 14 15 14.5 3.448 1.896

4 14.5 15 14.75 1.695 0.204

5 14.75 15 14.875 0.840 0.641

6 14.75 14.875 14.8125 0.422 0.219
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เม่ือการคำนวณผ่านไปหกรอบก็จะได้คำตอบของสมการคือ x = 14.8125 ท่ีมีค่าความคลาดเคล่ือนสัมพัทธ์
เท่ากับ 0.422% และความคลาดเคล่ือนจริงเท่ากับ 0.219%

2.1.3 ระเบยีบวธิกีารแก้ตำแหนง่ผดิ (False position method)

วธินี ี้จะใช้การหลักการสร้างเส้นตรงเช ือ่มระหวา่งจดุ f (xl ) และ f (xr ) แล้วหาจดุตัดของเส้นตรงนี้บนแกน
x เพ ือ่ใช้เปน็คา่ประมาณของราก xr วธินี ี้ เรยีกอกีช ือ่หนึง่วา่วธิปีระมาณคา่ในชว่งเชงิเส้น (Linear interpolation

method)

พจิารณาจากรปู 2.7 แล้วใช้กฏของสามเหลีย่มคล้ายจะสามารถเขยีนได้วา่

รปูที่ 2.7: รปูแสดงแนวความคดิในการหาคา่ประมาณของรากสมการด้วยระเบยีบวธิกีารแก้ตำแหนง่ผดิ

f (xl )
xr − xl

=
f (xu)
xr − xu

(2.13)

หรอื
xr = xu −

f (xu)(xl − xu)
f (xl )− f (xu)

(2.14)

คา่ xr ทีค่ำนวณได้จะถกูนำไปแทนทีค่า่ xl หรอื xu ทีม่คีา่ f (xl ) หรอื f (xr ) ทีม่เีคร ือ่งหมายเดยีวกับ f (xr ) และจะ
ทำการคำนวณซ้ำไปเร ือ่ยๆ จนกวา่จะถงึเง ือ่นไขทีก่ำหนดไว้เชน่เดยีวกับวธิแีบง่ครึง่ชว่ง
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ตัวอยา่ง 2.3. จงใช้วิธีการแก้ตำแหน่งผิด (False position method) ในการคำนวณหารากสมการในตัวอย่างท่ี
2.1

f (c) =
9.81× 68.1

c
(1− e−(c/68.1)10)− 40

วิธีทำ
ใช้ค่าเดาเร่ิมต้น xl = 12 และ xu = 16 ซ่ึงเปน็ค่าเดียวกันกับตัวอย่างท่ีผ่านมา

การทำวนซ้ำคร้ังท่ี 1

xl = 12 f (xl ) = 6.0695

xu = 16 f (xu) = −2.2688

xr = 16− −2.2688(12−16)6.0695−(−2.2688) = 14.9113

การทำวนซ้ำคร้ังท่ี 2

f (xl )f (xr ) = −1.5426

พบว่ารากของสมการจะอย ู่ในช่วงระหว่าง xl และ xu ดังน้ันแทนค่า xr ลงไปใน xu = 14.9113

xl = 12 f (xl ) = 6.0695

xu = 14.9113 f (xu) = −0.2543

xr = 14.7942

จะเห็นได้ว่า ค่า ϵa = 0.79% และค่า ϵt = 0.09%

รปูที่ 2.8 เปรยีบเทยีบให้เหน็อัตราการล ูเ่ข้าหาคำตอบระหวา่งระเบยีบวธิแีบง่ครึง่ชว่ง และระเบยีบวธิกีาร
แก้ตำแหนง่ผดิ จะเหน็ได้วา่ระเบยีบวธิกีารแก้ตำแหนง่ผดิสามารถล ูเ่ข้าหาคำตอบได้เรว็กวา่ระเบยีบวธิแีบง่ครึง่ชว่ง
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อยา่งไรกต็ามระเบยีบวธิกีารแก้ตำแหนง่ผดิกยั็งมข้ีอจำกัดในการหาคำตอบของสมการทีม่ลัีกษณะดังตัวอยา่งที่ 2.4

รปูที่ 2.8: เปรยีบเทยีบอัตราการล ูเ่ข้าหาคำตอบระหวา่งระเบยีบวธิกีารแก้ตำแหนง่ผดิและระเบยีบวธิแีบง่ครึง่ชว่ง
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ตัวอยา่ง 2.4. จงใช้ระเบียบวิธีแบ่งคร่ึงช่วงและระเบียบวิธีการแก้ตำแหน่งผิด ในการหาคำตอบของสมการ

f (x) = x10 − 1

ระหว่างค่า x=0 และ 1.3

ผลการคำนวณจากระเบียบวิธีแบ่งคร่ึงช่วง
Iteration xl xu xr ϵa(%) ϵt(%)

1 0 1.3 0.65 100 35

2 0.65 1.3 0.975 33.3 2.5

3 0.975 1.3 1.1375 14.3 13.8

4 0.975 1.1375 1.05625 7.7 5.6

5 0.975 1.05625 1.015625 4.0 1.6

ผลการคำนวณจากระเบียบวิธีการแก้ตำแหน่งผิด
Iteration xl xu xr ϵa(%) ϵt(%)

1 0 1.3 0.09430 90.6

2 0.09430 1.3 0.18176 48.1 81.8

3 0.18176 1.3 0.26287 30.9 73.7

4 0.26287 1.3 0.33811 22.3 66.2

5 0.33811 1.3 0.40788 17.1 59.2

จากคำตอบในตารางข้างต้นจะเหน็ได้วา่ตัวอยา่งนี้ ระเบยีบวธิแีบง่ครึง่ชว่งล ูเ่ข้าหาคำตอบได้ดกีวา่ระเบยีบ
วธิกีารแก้ตำแหนง่ผดิ เน ือ่งจากสมการมคีา่ความโค้ง (Curvature) ของสมการสงูทำให้การประมาณคา่รากของสมการ
ล ูเ่ข้าหาคำตอบได้ช้าดังแสดงในรปูที่ 2.9
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รปูที่ 2.9: การคำนวณคา่ประมาณคำตอบของระเบยีบวธิกีารแก้ตำแหนง่ผดิของสมการทีม่คีวามโค้งสงูท ีม่ผีลกระทบ
ตอ่อัตราการล ูเ่ข้าหาคำตอบจรงิจากตัวอยา่งที่ 2.1

Pseudocode 2 False position method
1: iter = 0
2: xl ← ”lower bound initial guess”
3: xu ← ”upper bound initial guess”
4: fl ← f (xl ) ”lower bound function value”
5: fu ← f (xu) ”upper bound function value”
6: ϵa > ϵs
7: ϵs← ”stopping criteria”
8: imax← ”maximum iteration”
9: while ϵa > ϵs or iter ≤ imax do

10: xoldr = xr
11: xr = xu − (fu ∗ (xl − xu)/(fl − fu))

12: iter = iter +1
13: root = f (xl ) ∗ f (xr )
14: ϵa = |((xr − xoldr )/xr | ∗ 100
15: if root < 0 then
16: xu = xr
17: else if root > 0 then
18: xl = xr
19: elseϵa = 0
20: end if
21: end while
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2.2 ระเบยีบวธิแีบบเปดิ (Open method)

ระเบยีบวธิแีบบเปดินี้จะเปน็การหารากของสมการโดยอาศัยคา่เดาเร ิม่ต้นเพยีงแคค่า่เดยีว ดังน้ันในบาง
กรณเีทคนคินี้ อาจจะทำให้คำตอบทีไ่ด้จากการคำนวณไมล่ ูเ่ข้าหารากของสมการดังแสดงในรปูที่ 2.10 ขึ้นอย ูกั่บคา่
เดาเร ิม่ต้นและทศิทางการล ูเ่ข้าหาคำตอบ อยา่งไรกต็ามหากผลการคำนวณด้วยเทคนคินี้ล ูเ่ข้าหาคำตอบแล้วจะเรว็
กวา่เทคนคิคา่ครอ่มรากมาก ซึง่จะอธบิายถงึเทคนคิระเบยีบวธิแีบบเปดิแบบตา่ง ๆ โดยละเอยีดตอ่ไป

(ก) (ข) (ค)

รปูที่ 2.10: รปูแสดงความแตกตา่งระหวา่งเทคนคิ (ก) ระเบยีบวธิแีบบกำหนดคา่ครอ่มราก และ (ข) และ (ค) ระเบยีบ
วธิแีบบเปดิ

2.2.1 ระเบยีบวธิทีำซ้ำแบบจดุคงที่ (Fixed-point iteration)

วธินี ี้ เปน็การสร้างความสัมพันธท์างคณติศาสตรเ์พือ่ใช้ในการทำนายคา่รากของสมการขึ้นมาด้วยการจัดรปู
สมการ f (x) = 0 ให้อย ูใ่นรปูของ x = g(x) เชน่

x2 − 2x +3 = 0

สามารถจัดรปูได้เปน็
x =

x2 +3
2

ในขณะทีฟ่งักชั์นใน sinx = 0 สามารถทำได้ด้วยการนำเอาคา่ x บวกเข้าไปท้ังสองข้างของสมการ

x = sinx + x

สมการ x = g(x) จะถกูใช้ในการทำนายคา่ x คา่ใหมจ่ากคา่ x คา่เกา่ โดยการเร ิม่ต้นเดาคา่ xi แล้วคำนวณหาคา่ใหม ่
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xi+1 ด้วยระเบยีบวธิกีารวนซ้ำ (Iterative method)

xi+1 = g(xi ) (2.15)

และใช้คา่ความคลาดเคลือ่นสัมพัทธใ์นการประเมนิคา่คำตอบดังเชน่วธิอี ืน่ ๆ ดังได้กลา่วไปแล้ว

ϵa =
∣∣∣∣∣xi+1 − xixi+1

∣∣∣∣∣× 100%

ตัวอยา่ง 2.5. ให้ใช้ระเบียบวิธีทำซ้ำแบบจดุคงท่ีในการคำนวณหารากของสมการ f (x) = e−x − x

วิธีทำ จัดรปูสมการใหม่ดังน้ี
xi+1 = e−xi

เร่ิมต้นจากค่าเดาเร่ิมต้น x0 = 0 จะได้ค่า

i xi ϵa(%) ϵt(%)

0 0 100

1 1.00000 100.0 76.3

2 0.367879 171.8 35.1

...
...

...
...

9 0.571143 1.93 0.705

10 0.564879 1.11 0.399

จะได้ค่าคำตอบท่ีใกล้ค่าคำตอบจริงคือ 0.56714329

สังเกตวุา่ คา่ความคลาดเคลือ่นจรงิในแตล่ะรอบการคำนวณจะลดลงเปน็อัตราสว่นทีค่งที่ ประมาณ 0.5 ถงึ
0.6 การลดลงในลักษณะนี้ เรยีกวา่มกีารล ูเ่ข้าหาคำตอบแบบเชงิเส้น (Linear convergence)
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Pseudocode 3 Fixed point iteration method
1: iter = 0
2: xr ← ”initial guess”
3: ϵa > ϵs
4: ϵs← ”stopping criteria”
5: imax← ”maximum iteration”
6: while ϵa > ϵs or iter ≤ imax do
7: xoldr = x0
8: xr = g(xoldr )
9: iter = iter +1

10: ϵa = |((xr − xoldr )/xr | ∗ 100
11: end while

2.2.2 ระเบยีบวธินีวิตัน-ราฟสัน (Newton–Raphson method)

ระเบยีบวธินีวิตัน–ราฟสัน เปน็การหารากของสมการทีน่ยิมใช้มากทีส่ดุ วธินี ี้จะเร ิม่ต้นจากคา่เดาเร ิม่ต้น xi

แล้วทำการคำนวณหาเส้นตรงสัมผัสฟงักชั์น ณ จดุ [xi , f (xi )] จดุทีเ่ส้นตรงสัมผัสฟงักชั์นนี้ตัดแกน x จะเปน็คา่
ประมาณของรากคา่ใหม ่ การหาเส้นสัมผัสฟงักชั์นของระเบยีบวธินีวิตัน–ราฟสันน้ัน ทำได้ด้วยการประยกุตใ์ช้อนกุรม
เทยเ์ลอรเ์ฉพาะอันดับทีห่นึง่ดังสมการ (2.16)

f ′(xi ) =
f (xi )− 0
xi − xi+1

(2.16)

จัดรปูสมการใหมจ่ะได้สมการนวิตัน–ราฟสัน

xi+1 = xi −
f (xi )
f ′(xi )

(2.17)

โดยหลักการคำนวณคา่รากของวธินีวิตัน–ราฟสันสามารถแสดงได้ดังรปูที่ 2.11

ตัวอยา่ง 2.6. จงใช้ระเบียบวิธีนิวตัน-ราฟสันในการหารากของสมการ f (x) = e−x − x โดย ใช้ค่าเดาเร่ิมต้น
x0=0

วิธีทำ คำนวณหาค่าอนพัุนธ์ของฟังก์ชันจากสมการข้างต้นได้

f ′(x) = −e−x − 1

แทนค่า สมการท้ังหมดลงในสมการ (2.17) จะได้ว่า

xi+1 = xi −
e−xi − xi
−e−xi − 1
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รปูที่ 2.11: รปูแสดงหลักการทำนายรากของระเบยีบวธินีวิตัน-ราฟสัน

เร่ิมต้นจาก x0 = 0 จะได้ว่า

i xi ϵt(%)

0 0 100

1 0.500000000 11.8

2 0.566311003 0.147

3 0.567143165 2.20 ×10−5

4 0.567143290 < 10−8

จากตัวอยา่งที่ 2.6 จะเหน็ได้วา่วธินี ี้ล ูเ่ข้าหาคำตอบได้เรว็มาก เนือ่งจากคา่ความคลาดเคลือ่นจรงิ, ϵt , ลด
ลงเรว็กวา่ระเบยีบวธิทีำซ้ำแบบจดุคงทีม่าก และคา่ความคลาดเคลือ่นของระเบยีบวธินีวิตัน–ราฟสันสามารถแสดงได้
ดังนี้

Et,i+1 =
−f ”(xr )
2f ′(xr )

E2
t,i (2.18)

สมการ (2.18) แสดงให้เหน็วา่คา่ความคลาดเคลือ่นในรอบการคำนวณใหมเ่ปน็สัดสว่นของความคลาดเคลือ่นจาก
รอบการคำนวณทีผ่า่นมายกกำลังสอง พฤตกิรรมการล ูเ่ข้าหาคำตอบลักษณะนี้ เรยีกวา่การล ูเ่ข้าแบบควอดราตกิ
(Quadratic convergent)
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ถงึแม้วา่ระเบยีบวธินีวิตัน–ราฟสันจะมปีระสทิธภิาพในการหารากทีส่งู แตก่จ็ะมบีางสภาวะทีจ่ะล ูเ่ข้าหาคำ
ตอบได้ช้าหรอืไมล่ ูห่าคำตอบเลย ดังตัวอยา่งที่ 2.7

ตัวอยา่ง 2.7. จงหาค่ารากของสมการ f (x) = x10−1 โดยใช้ระเบียบวิธีนิวตัน–ราฟสัน โดยใช้ค่าเร่ิมต้น x = 0.5

วิธีทำ จัดรปูสมการสำหรับระเบียบวิธีนิวตัน–ราฟสันจะได้ว่า

xi+1 = xi −
x10i − 1
10x9i

ผลการคำนวณเปน็ไปดังตารางข้างล่างน้ี

Iteration x

0 0.5

1 51.65

2 46.485

3 41.8365

...
...

∞ 1.00000

จะเหน็วา่ได้การคำนวณคา่รากประมาณทีไ่ด้คา่แรกหา่งจากคำตอบจรงิ (x = 1) มาก และอัตราการล ูเ่ข้าหา
คำตอบช้ามาก นอกจากลักษณะของฟงักชั์นทีท่ำให้ล ูเ่ข้าหาคำตอบช้าแล้วยังมปีจัจัยอืน่ ๆ (ดังแสดงในรปูที่2.12) ทีส่ง่
ผลตอ่การล ูเ่ข้าหาคำตอบ ซึง่สามารถจำแนกได้ดังนี้

• มจีดุตัดกลับของเส้นโค้ง (Point of Inflection) f ′′(x) = 0 อยูใ่นบรเิวณใกล้รากของสมการ

• คำตอบทีไ่ด้จากระเบยีบวธินีวิตัน–ราฟสันจะวนอยูใ่นบรเิวณทีเ่รยีกวา่ คา่สงูสดุสัมพัทธ์ (Local maximum)

หรอืคา่ตำ่สดุสัมพัทธ์ (Local minimum)

• คา่เร ิม่ต้นทีอ่ย ูใ่กล้รากหนึง่กระโดดไปยังรากอืน่ ๆ ทีอ่ย ูไ่กลออกไป ในกรณที ีเ่ส้นสัมผัสของฟงักชั์นมคีวามชัน
เข้าใกล้ศนูย,์ f ′(x)→ 0

• ความชันของฟงักชั์นเปน็ศนูยร์ะหวา่งการล ูเ่ข้าหาคำตอบของระเบยีบวธินีวิตัน-ราฟสัน
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(ก) (ข)

(ค) (ง)

รปูที่ 2.12: กรณตัีวอยา่งทีร่ะเบยีบวธินีวิตัน-ราฟสัน จะไมล่ ูเ่ข้าหาคำตอบ (ก) มจีดุตัดกลับของเส้นโค้ง (Point of In-
flection) f ′′(x) = 0, (ข) ฟงักชั์นมคีา่สงูสดุสัมพัทธ์ หรอืคา่ตำ่สดุสัมพัทธ,์ (ค) เส้นสัมผัสของฟงักชั์นมคีวามชันเข้าใกล้
ศนูย,์ f ′(x)→ 0, และ (ง) ความชันของฟงักชั์นเปน็ศนูยร์ะหวา่งการล ูเ่ข้าหาคำตอบ

สรปุได้วา่ การล ูเ่ข้าหาคำตอบของระเบยีบวธินีวิตัน–ราฟสันน้ัน จะขึ้นอย ูกั่บลักษณะรปูรา่งของฟงักชั์น
และความใกล้เคยีงคา่รากจรงิของคา่เดาเร ิม่ต้น

Pseudocode 4 Newton–Raphson method
1: iter = 0
2: xr ← ”initial guess”
3: ϵa > ϵs
4: ϵs← ”stopping criteria”
5: imax← ”maximum iteration”
6: while ϵa > ϵs or iter ≤ imax do
7: xoldr = x0

8: xr = xoldr −
f (xoldr )
f ′(xoldr )

9: iter = iter +1
10: ϵa = |((xr − xoldr )/xr | ∗ 100
11: end while

2.2.3 ระเบยีบวธิซีแีคนท์ (Secant method)

ปญัหาสำคัญในการใช้ระเบยีบวธินีวิตัน–ราฟสัน คำนวณหารากของสมการคอืการทีต้่องคำนวณคา่อนพัุนธ์
ของฟงักชั์น โดยเฉพาะบางฟงักชั์นทีท่ำการคำนวณหาคา่อนพัุนธไ์ด้ยาก ซึง่ในกรณที ีไ่มส่ามารถหาอนพัุนธไ์ด้ หรอืหา
อนพัุนธไ์ด้ยากน้ันกส็ามารถใช้ระเบยีบวธิซีแีคนทแ์ทนระเบยีบวธินีวิตัน–ราฟสันได้
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ระเบยีบวธิซีแีคนทจ์ะคำนวณคา่ประมาณอนพัุนธข์องฟงักชั์นโดยใช้ระเบยีบวธิผีลตา่งสบืเน ือ่งไปข้างหลัง
(Backward finite differences) แทนการคำนวณคา่อนพัุนธข์องฟงักชั์นโดยตรง ดังแสดงในรปู 2.13

f ′(xi ) =
f (xi−1)− f (xi )

xi−1 − xi

แทนการประมาณคา่อนพัุนธ์ ลงใน 2.17 จะได้วา่

รปูที่ 2.13: รปูแสดงหลักการคำนวณหารากสมการของระเบยีบวธิซีแีคนท์ ซึง่ใช้ระเบยีบวธิผีลตา่งสบืเน ือ่งไปข้างหลัง
เพือ่ประมาณคา่อนพัุนธข์องฟงักชั์น

xi+1 = xi −
f (xi )(xi−1 − xi )
f (xi−1)− f (xi )

(2.19)

สมการ (2.19) เรยีกวา่ระเบยีบวธิซีแีคนท์ วธินี ี้ ต้องการคา่เร ิม่ต้นท้ังหมด 2 คา่ โดยคา่ฟงักชั์น f (x) ของคา่
เร ิม่ต้นท้ังสองคา่ไมจ่ำเปน็ต้องมเีคร ือ่งหมายตรงข้ามกัน หรอื คา่เร ิม่ต้นไมจ่ำเปน็ต้องครอ่มตำแหนง่รากอยา่งระเบยีบ
วธิแีบบกำหนดคา่ครอ่มราก

ตัวอยา่ง 2.8. จงใช้ระเบียบวิธีซีแคนท์ในการคำนวณหารากของสมการ f (x) = e−x −x โดยใช้ค่าเร่ิมต้นเท่ากับ
x−1 = 0 และ x0 = 1.0

วิธีทำ การทำวนซ้ำคร้ังท่ี 1

x−1 = 0, f (x−1) = 1.00000, x0 = 1, f (x0) = −0.63212,
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x1 = 1− −0.63212(0−1)1−(−0.63212) = 0.61270, ϵt = 8.0%

การทำวนซ้ำคร้ังท่ี 2

x0 = 1, f (x0) = −0.63212, x1 = 0.61270 , f (x1) = −0.07081,

x2 = 0.61270− −0.07081(1−0.61270)−0.63212−(−0.07081) = 0.56384, ϵt = 0.58%

การทำวนซ้ำคร้ังท่ี 3

x1 = 0.61270, f ((x1) = −0.07081, x2 = 0.56384, f (x2) = 0.00518,

x3 = 0.56384− 0.00518(0.61270−0.56384)
−0.07081−(0.00518) = 0.56717, ϵt = 0.0048%

Pseudocode 5 Secant method
1: iter = 0
2: xoldr ←”first initial guess”
3: xr ← ”second initial guess”
4: ϵa > ϵs
5: ϵs← ”stopping criteria”
6: imax← ”maximum iteration”
7: while ϵa > ϵs or iter ≤ imax do
8: xnewr = xr −

f (xr )(xoldr −xr )
f (xoldr )−f (xr )

9: iter = iter +1
10: ϵa = |((xr − xoldr )/xr | ∗ 100
11: xoldr = xr
12: xr = xnewr
13: end while

จากรปูที่2.14 จะพบวา่ระเบยีบวธิซีแีคนทค์ล้ายกับระเบยีบวธิกีารแก้ตำแหนง่ผดิทีต่รงทีว่ธิท้ัีงสองใช้คา่เดา
เร ิม่ต้น 2 ตัว เพือ่ประมาณคา่รากใหมเ่หมอืนกัน แตส่องวธินี ี้ตา่งกันคอืวธิกีารนำคา่ใหมท่ ีค่ำนวณได้ไปแทนคา่เดาเดมิ
ในระเบยีบวธิกีารแก้ตำแหนง่ผดิคา่รากใหมจ่ะถกูนำไปแทนคา่เดมิทีใ่ห้คา่ฟงักชั์นทีม่เีคร ือ่งหมายเดยีวกัน จงึทำให้วธิ ี
น ี้จะล ูเ่ข้าหารากสมการทีเ่ปน็คำตอบเสมอ สว่นระเบยีบวธิซีแีคนทจ์ะใช้คา่ใหมแ่ทนคา่เกา่ไปตามลำดับ xi+1 แทนคา่
xi และ xi แทนคา่ xi−1 ซึง่จะทำให้บางคร้ัง คา่ทีใ่ช้ท้ังสองคา่จะไมค่รอ่มคา่รากจรงิและอาจทำให้ผลการคำนวณไมล่ ู่
เข้าหาคำตอบได้
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(ก) (ข)

(ค) (ง)

รปูที่ 2.14: เปรยีบเทยีบการคำนวณระหวา่งระเบยีบวธิกีารแก้ตำแหนง่ผดิและระเบยีบวธิซีแีคนท์ (ก) และ (ข)

เปน็การคำนวณรอบที่ 1 (ค) และ (ง) เปน็รอบที่ 2 ของท้ังสองวธิตีามลำดับ

ตัวอยา่ง 2.9. จงใช้ระเบียบวิธีการแก้ตำแหน่งผิด และวิธีซีแคนท์ในการประมาณค่ารากของสมการ
f (x) = ln(x) โดยใช้ค่าเร่ิมต้น xl = xi−1 = 0.5 และ xu = xi = 5.05

วิธีทำ

ระเบียบวิธีการแก้ตำแหน่งผิด
Iteration xl xu xr

1 0.5 5.0 1.8546

2 0.5 1.8546 1.2163

3 0.5 1.2163 1.0585
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ระเบียบวิธีซีแคนท์
Iteration xi−1 xi xi+1

1 0.5 5.0 1.8546

2 5.0 1.8546 -0.10438

3 1.8546 -0.10438 Diverged

จะเหน็วา่ระเบยีบวธิกีารแก้ตำแหนง่ผดิล ูเ่ข้าหาคำตอบของรากคอื x = 1 แตบ่างกรณรีะเบยีบวธิซีแีคนท์
กไ็มล่ ูเ่ข้าหาคำตอบ แตถ้่าหากกรณที ีร่ะเบยีบวธิซีแีคนทล์ ูเ่ข้าหาคำตอบแล้ว ระเบยีบวธิซีแีคนทจ์ะล ูเ่ข้าหาคำตอบเรว็
กวา่ระเบยีบวธิกีารแก้ตำแหนง่ผดิ ตัวอยา่งอัตราการล ูเ่ข้าหาคำตอบของวธิตีา่ง ๆ แสดงได้ดังรปูที่ 2.15

รปูที่ 2.15: เปรยีบเทยีบการล ูเ่ข้าหาคำตอบของสมการ y = e−x − x ด้วยวธิกีารหารากสมการแบบตา่ง ๆ
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2.2.4 ระเบยีบวธิโีมดฟิายซแีคนท์ (Modified Secant method)

นอกจากการใช้คา่เดาเร ิม่ต้นสองคา่ในการประมาณคา่อนพัุนธข์องฟงักชั์นแล้ว ยังมอีกีวธิหีนึง่ท ีส่ามารถนำ
มาใช้ในการประมาณคา่อนพัุนธ์ f ′(x) คอื

f ′(xi ) =
f (xi + δxi )− f (xi )

δxi

โดยที่ δ คอืคา่ทีห่า่งจากคา่ xi น้อยมาก แทนคา่เหลา่นี้ลงในสมการ (2.17) จะได้วา่

xi+1 = xi −
δxif (xi )

f (xi + δxi )− f (xi )
(2.20)

ตัวอยา่ง 2.10. จงใช้ระเบียบวิธีโมดิฟายซีแคนท์ในการประมาณค่ารากของสมการ e−x − x โดยกำหนดค่า
δ = 0.01 และค่าเร่ิมต้น x0 = 1.0

วิธีทำ การทำวนซ้ำคร้ังท่ี 1

x0 = 1, f (x0) = 0.63212, x0 + δx0 = 1.01, f (x0 + δx0) = −0.64578,

x1 = 1− 0.001(−0.63212)
−0.64578−(−0.63212) = 0.537263, |ϵt | = 5.3%

การทำวนซ้ำคร้ังท่ี 2

x0 = 0.537263, f (x0) = 0.047083, x0 + δx0 = 0.542635, f (x0 + δx0) = 0.038579 ,

x1 = 0.537263− 0.005373(0.047083)
0.038579−0.047083 = 0.56701 , |ϵt | = 0.0236%

การทำวนซ้ำคร้ังท่ี 3

x0 = 0.56701, f (x0) = 0.000209, x0 + δx0 = 0.572680, f (x0 + δx0) = −0.00867

x1 = 0.56701− 0.00567(0.000209)
−0.00867−0.000209 = 0.567143, |ϵt | = 2.365× 10−5%

การเลอืกคา่ δ จะต้องกำหนดขึ้นมาเองหากกำหนดคา่ δ น้อยเกนิไปจะเกดิความคลาดเคลือ่นจากการ
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ปดัเศษ แตถ้่ากำหนดคา่ δ ทีม่ากจนเกนิไปกจ็ะทำให้ล ูเ่ข้าหาคำตอบช้า หรอืไมล่ ูเ่ข้าหาคำตอบเลย อยา่งไรกต็าม วธินี ี้
กเ็ปน็อกีทางเลอืกในการหารากสมการ ในกรณที ีอ่นพัุนธข์องฟงักชั์นหาคา่ได้ยากและไมส่ะดวกในการใช้คา่เดาเร ิม่ต้น
สองคา่

Pseudocode 6 Modified Secant method
1: iter = 0
2: xr ←”initial guess”
3: δxr ← ”perturbation fraction”
4: ϵa > ϵs
5: ϵs← ”stopping criteria”
6: imax← ”maximum iteration”
7: while ϵa > ϵs or iter ≤ imax do
8: xoldr = xr
9: xr = xoldr −

δxr f (xr )
f (xr+δxr )−f (xr )

10: iter = iter +1
11: ϵa = |((xr − xoldr )/xr | ∗ 100
12: end while

2.3 รากของสมการพหนุาม (Root of polynomials)

บางคร้ังในการแก้ปญัหาทางวศิวกรรมโดยเฉพาะระบบทีเ่ก ีย่วข้องกับคา่จะต้องคำนวณหารากของสมการ
พหนุาม

fn(x) = a0 + a1x + a2x
2 + ·+ anx

n (2.21)

โดยที่ n เปน็อันดับ (Order) ของสมการพหนุาม และ a คอืคา่สัมประสทิธ ิข์องสมการพหนุาม สมการพหนุามสามารถ
มจีำนวนรากได้มากกวา่หนึง่คา่ ซึง่จะเปน็จำนวนจรงิ หรอืจำนวนเชงิซ้อนกไ็ด้ และรากของสมการพหนุาม จะเปน็ไป
ตามกฎตอ่ไปนี้

1. สำหรับสมการพหนุามอันดับ nth จะมจีำนวนราก n ตัว จะเปน็จำนวนจรงิ หรอืจำนวนเชงิซ้อนกไ็ด้

2. ถ้า n เปน็จำนวนคี่ จะมรีากทีเ่ปน็จำนวนจรงิอยา่งน้อยหนึง่คา่

3. ถ้ารากของสมการเปน็จำนวนเชงิซ้อน จะอย ูใ่นรปูของค ูค่อนจเูกต (λ+µi) และ (λ−µi) โดยที่ i = √−1

งานในด้านวศิวกรรมทีเ่ก ีย่วข้องกับสมการพหนุามมอีย ูม่ากมาย โดยเฉพาะด้านการแสดงคณุลักษณะของระบบ
พลศาสตร์ เขน่ สมการอนพัุนธอั์นดับสองของการเคลือ่นทีวั่ตถตุอ่เวลา

a2
d2y

dt2
+ a1

dy

dt
+ a0y = F(t) (2.22)
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โดยที่ y และ t คอืตัวแปรตามและตัวแปรต้นตามลำดับ สมการ (2.22) สามารถเขยีนได้อย ูใ่นรปูของระบบ
สมการอนพัุนธอั์นดับทีห่นึง่ได้โดยกำหนด

z =
dy

dt
(2.23)

แทนคา่สมการ (2.23) ลงในสมการ (2.22) จะได้วา่

dz
dt

=
F(t)− a1z − a0y

a2
(2.24)

dy

dt
= z (2.25)

หากพจิารณาสมการ
a2

d2y

dt2
+ a1

dy

dt
+ a0y = 0 (2.26)

คำตอบทัว่ไปของสมการ (2.26) จะอยูใ่นรปูของ y = ert ถ้าแทนคา่ลงในสมการ (2.26) จะได้วา่

a2r
2ert + a1re

rt + a0e
rt = 0

หรอื
a2r

2 + a1r + a0 = 0 (2.27)

สมการ (2.27) เปน็สมการพหนุามทีเ่รยีกวา่สมการคณุลักษณะ (Characteristic equation) รากของสมการ
r คอืตัวแปรทีก่ำหนดคณุลักษณะของระบบ เรยีกวา่คา่ไอเกน (Eigenvalues) หากทราบคา่ r กจ็ะทราบพฤตกิรรมของ
ระบบในงานวศิวกรรมทีเ่ก ีย่วข้องได้ เชน่ หากรากของสมการ r เปน็คา่จรงิ คำตอบของสมการ (2.26) คอื

y = c1e
r1t + c2e

r2t (2.28)

กรณนี ี้เรยีกวา่ Overdamped หากรากของสมการ r มคีา่เดยีว สมการ (2.26) จะมคีำตอบคอื

y = (c1 + c2t)e
λt (2.29)

กรณนี ี้เรยีกวา่ Critically damped หากวา่รากของสมการเปน็จำนวนเชงิซ้อน คำตอบของสมการ (2.26) คอื

y = c1e
(λ+µi)t + c2e

(λ−µi)t

ในการคำนวณหารากของสมการพหนุามน้ัน ถ้าหากรากของสมการเปน็จำนวนจรงิ วธิกีารหารากข้างต้น
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ท้ังหมด สามารถใช้ในการคำนวณหารากได้ อยา่งไรกต็ามการเดาคา่เร ิม่ต้นในการคำนวณเปน็สิง่สำคัญ ซึง่หากเลอืก
ไมเ่หมาะสมกอ็าจจะทำให้วธิกีารเหลา่นี้ไมล่ ูเ่ข้าหาคำตอบได้ หากรากของสมการพหนุามเปน็จำนวนเชงิซ้อน ระเบยีบ
วธิแีบบกำหนดคา่ครอ่มรากจะไมส่ามารถใช้ในการหารากของสมการได้ ระเบยีบวธิเีปดิสามารถใช้ได้หากโปรแกรมที่
ใช้ในการคำนวณสามารถคำนวณจำนวนเชงิซ้อนได้ อยา่งไรกต็ามกจ็ะต้องมวีธิกีารทีจ่ะทำให้วธิเีหลา่นี้ล ูเ่ข้าหาคำตอบ

2.3.1 ระเบยีบวธิขีองมลูเลอร์ (Müller’s method)

ระเบยีบวธิขีองมลูเลอรใ์ช้หลักการเดยีวกับระเบยีบวธิซีแีคนทต์า่งกันทีร่ะเบยีบวธิขีองมลูเลอรใ์ช้วธิสีร้าง
เส้นพาราโบลา ผา่นจดุสามจดุแทนการใช้เส้นตรงของระเบยีบวธิซีแีคนท์ แล้วคำนวณหาจดุตัดแกน x ของสมการ
พาราโบลาทีส่ร้างขึ้น กจ็ะได้คา่ประมาณของรากสมการพหนุาม พจิารณาสมการ (2.30)

f2(x) = a(x − x2)2 + b(x − x2) + c (2.30)

(ก) (ข)

รปูที่ 2.16: เปรยีบเทยีบการประมาณหาคา่รากระหวา่ง (ก) ระเบยีบวธิซีแีคนท์ และ (ข) ระเบยีบวธิขีองมลูเลอร์

หากต้องการให้สมการพาราโบลาผา่นจดุสามจดุคอื [x0, f (x0)], [x1, f (x1)], และ [x2, f (x2)] คา่สัมประสทิธ ิ์
ของสมการพาราโบลาสามารถคำนวณได้โดยการแทนคา่ของจดุท้ังสามลงในสมการ (2.30) จะได้วา่

f (x0) = a(x0 − x2)2 + b(x0 − x2) + c (2.31)

f (x1) = a(x1 − x2)2 + b(x1 − x2) + c (2.32)

f (x2) = a(x2 − x2)2 + b(x2 − x2) + c (2.33)

คา่สัมประสทิธ ิข์องสมการสามารถคำนวณได้จาก
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a =
δ1 − δ0
h1 + h0

(2.34)

b = ah1 + δ1 (2.35)

c = f (x2) (2.36)

โดยที่
h0 = x1 − x0

h1 = x2 − x1

δ0 =
f (x1)− f (x0)

x1 − x0

δ1 =
f (x2)− f (x1)

x2 − x1

และรากของสมการ
x3 = x2 +

−2c
b ±
√
b2 − 4ac

(2.37)

จากการใช้สมการพาราโบลาในการประมาณคา่ราก ทำให้สามารถคำนวณได้ท้ังรากจำนวนจรงิ และ
จำนวนเชงิซ้อน การคำนวณความคลาดเคลือ่นสามารถคำนวณจาก

ϵa =
∣∣∣∣∣x3 − x2x3

∣∣∣∣∣100%
หลังจากน้ัน จะทำการคำนวณซ้ำ จนกวา่คา่ความคลาดเคลือ่น จะลดลงจนถงึคา่ทีก่ำหนดไว้
Pseudocode 7 Müller’s method

1: iter = 0
2: x0←”first initial guess”
3: x1←”second initial guess”
4: x2←”third initial guess”
5: xr = 1.0
6: ϵa > ϵs
7: ϵs← ”stopping criteria”
8: imax← ”maximum iteration”
9: while ϵa > ϵs ∗ xr or iter ≤ imax do

10: iter = iter +1
11: h0 = x1 − x0
12: h1 = x2 − x1
13: d0 = (f (x1)− f (x0))/h0
14: d1 = (f (x2)− f (x1))/h1
15: a = (d1 − d0)/(h1 + h0)

16: b = a ∗ h1 + d1
17: c = f (x2)
18: rad =

√
b2 − 4ac

19: if |b + rad | > |b − rad | then
20: den = b + rad
21: else
22: den = b − rad
23: end if
24: dxr = −2 ∗ c/den
25: xr = x2 + dxr
26: x0 = x1
27: x1 = x2
28: x2 = xr
29: ϵa = |dxr |
30: end while
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2.3.2 ระเบยีบวธิแีบรส์โตว์ (Bairstow’s method)

วธินี ี้ เปน็วธิวีนซ้ำ โดยอาศัยการเดาคา่แฟกเตอรข์ึ้นมาคา่หนึง่ ซึง่ไมใ่ชร่ากของสมการ แล้วนำไปหารสมการ
พหนุามทีต้่องการหารากแล้ว คำนวณเศษจากการหาร หากเศษทีไ่ด้ไมเ่ทา่กับศนูย์ คา่แฟกเตอรค์า่ใหมจ่ะถกูนำไป
คำนวณ แล้วหาคา่สมการพหนุามอกีคร้ังหนึง่ ขบวนการน้ันจะทำซ้ำไปจนกวา่ เศษการหารเทา่กับศนูย์ ดังข้ันตอนตอ่
ไปนี้

1. เดาคา่รากของสมการ x = t

2. หารสมการพหนุามด้วยคา่ (x − t)

3. คำนวณหาเศษการหาร

4. ถ้าเศษเทา่กับศนูย์ t คอืรากของสมการ ถ้าไมเ่ทา่กับศนูย์ คา่เดาใหมจ่ะถกูประมาณ และทำการคำนวณซ้ำข้ัน
ตอนที่ 2 และ 3

พจิารณาสมการพหนุาม
fn(x) = a0 + a1x + a2x

2 + · · ·+ anx
n (2.38)

หากหารด้วย แฟกเตอร์ x − t จะได้

fn−1(x) = b1 + b2x + b3x
2 + · · ·+ bnx

n−1 (2.39)

โดยที่ เศษการหาร

R = b0

bn = an

และ bi = ai + bi+1t สำหรับ i = n− 1 ถงึ 0

ในการคำนวณหารากทีเ่ปน็ท้ังจำนวนจรงิและจำนวนเชงิซ้อนแบรส์โตวใ์ช้สมการพาราโบลา x2 − rx − s ในการหาร
สมการโพลโินเมยีลทีต้่องการหาราก จะได้วา่

fn−2(x) = b2 + b3x + b4x
2 + · · ·+ bn−1x

n−3 + bnx
n−2

โดยที่
R = b1(x − r) + b0



38 2.3. รากของสมการพหนุาม (Root of polynomials)

bn = an

bn−1 = an−1 + rbn

bi = ai + rbi+1 + sbi+2

โดยที่ i = n− 2 ถงึ 0 ดังน้ัน หากสามารถหาคา่ r และ s ได้กจ็ะสามารถหาคา่รากของสมการได้จาก

cn = bn (2.40)

cn−1 = bn−1 + rcn (2.41)

ci = bi + rci+1 + sci+2 (2.42)

โดยที่
c2∆r + c3∆s = −b1

c1∆r + c2∆s = −b0

คา่ ∆r และ ∆s ทีไ่ด้ จะถกูนำไปปรับปรงุให้ได้คา่เดาใหม่ จากน้ันจะทำการคำนวณซ้ำจนกวา่คา่

∣∣∣ϵa,r ∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∆rr
∣∣∣∣∣100% (2.43)

∣∣∣ϵa,s ∣∣∣ = ∣∣∣∣∣∆ss
∣∣∣∣∣100% (2.44)

จะมคีา่ตำ่กวา่ทีก่ำหนด จากน้ันรากของสมการจะถกูคำนวณโดยสมการ

x =
r ±
√
r2 +4s
2

(2.45)
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Pseudocode 8 Bairstow’s method
1: iter = 0,
2: n← ”Order of polynomial function”
3: r, s←”initial quadratic factor (x2 − rx − s)”
4: ier = 0
5: ϵa1 > ϵs
6: ϵa2 > ϵs
7: ϵs← ”stopping criteria”
8: imax← ”maximum iteration”
9: while n ≥ 3 or iter ≤ imax do

10: while ϵa1 ≥ ϵs and ϵa2 ≥ ϵs or iter ≤ imax do
11: iter = iter +1
12: b(n) = a(n), b(n−1) = a(n−1)+ r ∗b(n)
13: c(n) = b(n), c(n−1) = b(n−1)+ r ∗ c(n)
14: for i = n− 2,0,−1 do
15: b(i) = a(i) + r ∗ b(i +1) + s ∗ b(i +2)
16: c(i) = b(i) + r ∗ c(i +1) + s ∗ c(i +2)
17: end for
18: det = c(2) ∗ c(2)− c(3) ∗ c(1)
19: if det , 0 then
20: dr = (−b(1) ∗ c(2) + b(0) ∗ c(3))/det
21: ds = (−b(0) ∗ c(2) + b(1) ∗ c(1))/det
22: r = r + dr, s = s + ds
23: if r , 0 then
24: ϵa1 = |(dr/r)| ∗ 100
25: end if
26: if s , 0 then
27: ϵa2 = |(ds/s)| ∗ 100
28: end if
29: else
30: r = r +1, s = s +1, r = r + dr
31: iter = 0
32: end if
33: end while

34: QUADROOT(r, s, r1, i1, r2, i2)
35: re(n) = r1, im(n) = i1
36: re(n− 1) = r2, im(n− 1) = i2
37: n = n− 2
38: for i = 0,n do
39: a(i) = b(i +2)
40: end for
41: end while
42: if iter < imax then
43: if n = 2 then
44: r = −a(1)/a(2), s = −a(0)/a(2)
45: QUADROOT(r, s, r1, i1, r2, i2)
46: re(n) = r1, im(n) = i1
47: re(n− 1) = r2, im(n− 1) = i2
48: else
49: re(n) = −a(0)/a(1), im(n) = 0
50: end if
51: else
52: ier = 1
53: end if
54: function QUADROOT(r, s, r1, i1, r2, i2)
55: disc = r2 +4 ∗ s
56: if disc > 0 then
57: r1 = (r +

√
disc)/2

58: r2 = (r −
√
disc)/2

59: i1 = 0, i2 = 0
60: else
61: r1 = r/2
62: r2 = r1
63: i1 = (

√
|disc|)/2,

64: i2 = −i1
65: end if
66: end function
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แบบฝกึหัดท้ายบท
1. จงใช้ระเบยีบวธิแีบง่ครึง่ชว่งคำนวณหารากของสมการตอ่ไปนี้

f (x) =
√
4x2 − 0.04+0.24sin−1

(0.1
x

)
− 10.055752 = 0

โดยกำหนดให้ a = 2, b = 10 และ ϵ = 0.001

2. ถ้ากำหนดให้คา่ความเค้นของสปรงิมคีา่เทา่กับ

σi =
{
4C2 −C − 1
4C(C − 1)

}
Mc
I

โดยที่ I = πd4
64 , c = d

2 ,C = D
d , M คอื โมเมนตดั์ด (Bending moment) , D คอื เส้นผา่นศนูยก์ลางของสปรงิ และ

d คอื เส้นผา่นศนูยก์ลางของลวดสปรงิ จงคำนวณหาคา่ของ C ที่ ทำให้ σi = 55 × 103 psi โดยที่M = 5lb-in

และ d = 0.1in ด้วยระเบยีบวธิแีบง่ครึง่ชว่ง โดยประมาณคา่ C เร ิม่ต้นที่ 5 และ 12 และ ϵ = 0.001

3. จงใช้ระเบยีบวธิกีารแก้ตำแหนง่ผดิ คำนวณหาคา่ y
δ จากสมการ

u
u∞

= 3
(y
δ

)
− 2

(y
δ

)1.5
ทีท่ำให้คา่ u

u∞
= 0.5

4. คานทีม่จีดุยดึปลายดังแสดงในรปู 2.17 มแีรงกระทำแบบสมำ่เสมอกระทำตอ่คาน โดยทีค่านมคีวามยาว L =

400cm, E = 52,000 kN/cm2, I = 32,000 cm4, w = 4 kN/cm สมการสำหรับหาคา่ระยะโกง่ของคานนี้คอื

y = − w
48EI

(
2x4 − 3Lx3 +L3x

)

รปูที่ 2.17: คานตรงึทีถ่กูกระทำด้วยแรงแบบสมำ่เสมอ

จงคำนวณหาระยะโกง่มากทีส่ดุ (คา่ของ x ณ จดุที่ dy/dx มคีา่เทา่กับ 0) ด้วยวธิแีบง่ครึง่ชว่ง โดยใช้คา่เดาเร ิม่
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ต้นที่ xl = 0 และ xu = 0.9L และให้คำตอบอยูใ่นทศนยิมหกตำแหนง่

5. น้ำถกูระบายออกจากถังน้ำทรงกระบอกผา่นทอ่ในแนวนอนดังรปู 2.18 เม ือ่ทอ่ดังกลา่วถกูเปดิออกและสมมตุ ิ
ให้ระดับของน้ำในถังไมเ่ปลีย่นแปลงไปตามเวลา ความเรว็ของน้ำในทอ่ตอ่เวลาสามารถคำนวณได้จากสมการ

v =
√
2gH tanh


√

gH

L
t



รปูที่ 2.18: ถังน้ำทีม่ทีอ่ระบายในแนวนอน

โดยที่ g = 9.81 m/s2, H = ระดับน้ำในทอ่เร ิม่ต้น (m), L = ความยาวของทอ่ (m), t = ระยะเวลา (s)

จงหา

• พลอ็ตฟงักชั์น v = f (H) เทยีบกับ H ณ เวลา t เทา่กับ 1, 2, 3, 4, และ 5 s โดยใช้คา่ H ต้ังแต ่ 0 ถงึ 4 m

และ L มคีา่เทา่กับ 50 m

• ใช้วธิแีก้ตำแหนง่ผดิ โดยใช้คา่เดาเร ิม่ต้นที่ xl = 0 และ xu = 4 คำนวณหาคา่ระดับความสงู H ทีจ่ะทำให้
ได้ความเรว็ v = 5 m/s ทีต่ำแหนง่ t = 2.5 s ของทอ่ยาว 4 m ให้คำตอบอยูใ่นทศนยิมหกตำแหนง่

6. ถังบรรจขุองเหลวรปูทรงกลม ทีม่ขีองเหลวบรรจอุย ูภ่ายในบางสว่นดังรปูที่ 2.19 ปรมิาตรของของเหลวในถัง
สามารถคำนวณได้จาก

V =
πh2(3R− h)

3



42 แบบฝกึหัดท้ายบท

รปูที่ 2.19: ถังทรงกลมทีม่ขีองเหลวบรรจอุย ูภ่ายในบางสว่น

โดยที่R คอื รัศมภีายในถัง, h คอื ความลกึของของเหลวจากพื้นผวิด้านบนของเหลวไปจนถงึก้นถัง จงคำนวณหา

• ถ้าถังมรัีศมีR = 5 m จงใช้วธิแีบง่ครึง่ชว่งเพือ่หาคา่ความสงู h ของของเหลวทีม่ปีรมิาตร 300 m3 บรรจอุย ู่
ในถัง
หมายเหต ุ 1: สมการด้านบน คอื พหนุามกำลังสามของคา่ h ทีม่รีากเปน็จำนวนจรงิ 3 ราก รากหนึง่
มคีา่เหนอืถัง นอกเหนอืจากน้ันเปน็รากทีม่คีา่ภายในถัง ดังน้ันคา่คาดคะเนเร ิม่ต้นควรเร ิม่ท ีเ่ม ือ่ถังวา่งและ
ถังภาชนะเตม็ เพือ่แยกรากทีส่ำคัญออกได้

• จงใช้วธิแีบง่ครึง่ชว่งเพือ่คำนวณและแสดงตารางคา่ความลกึของของเหลว (h) เทยีบกับ ปรมิาตร (V ) ทกุ
ๆ 10 m3 ต้ังแตภ่าชนะเปลา่จนกระทัง่ภาชนะเกอืบเตม็

7. จงคำนวณหารากของสมการข้างลา่งนี้ด้วยระเบยีบวธินีวิตัน-ราฟสันโดยกำหนดให้ x1=0.0 และ ϵ = 0.001

f (x) = x3 − 0.2589x2 +0.02262x − 0.001122 = 0

8. จงคำนวณหารากของสมการข้างลา่งนี้ด้วยระเบยีบวธิซีแีคนท์ โดยกำหนดให้คา่เร ิม่ต้นสองคา่คอื 0.0 และ 0.6

โดยที่ ϵ = 0.001

f (x) = 8x3 + x2 +8x − 3 = 0

9. จงคำนวณหารากของสมการข้างลา่งนี้ด้วยระเบยีบวธิทีำซ้ำแบบจดุคงที่ โดยกำหนดให้คา่เร ิม่ต้นคอื 3.0 และ
ϵ = 0.001
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f (x) = x − 1
x2 +9

= 0

10. ให้ออกแบบถังทรงกลมตามรปูที่2.19 เพ ือ่รองรับการจา่ยน้ำให้กับหมูบ้่านเลก็ๆ ปรมิาตรของน้ำ V ทีค่วามสงู h
มคีวามสัมพันธกั์นดังสมการ

V = πh2
3R− h

3

โดยที่R คอื รัศมขีองถัง หากกำหนดให้ R = 3m จะสามารถรองรับน้ำทีป่รมิาตร 30 m3 ได้หรอืไม ่ และคา่ของ h
จะมคีา่เทา่ไหรเ่ม ือ่น้ำมปีรมิาตรดังกลา่ว ให้เปรยีบเทยีบคำตอบทีไ่ด้ระหวา่งวธิกีำหนดคา่ครอ่มราก และวธิแีบบ
เปดิ ทีไ่ด้จากการวนซ้ำ 3 คร้ัง และให้ใช้ คา่ความคลาดเคลือ่นสัมพัทธ์ และคา่ความคลาดเคลือ่นสัมบรูณ์ ในการ
เปรยีบเทยีบคำตอบทีไ่ด้จากท้ังสองวธิ ี กำหนดให้คา่เดาเร ิม่ต้นของวธิกีำหนดคา่ครอ่มราก ที่ h = 0 และ ทีร่ะดับ
น้ำเตม็ถัง h = 2R และคา่เดาเร ิม่ต้นของวธิแีบบเปดิให้ใช้ h = R

11. รปูที่ 2.20 แสดงภาพด้านข้างของฝายสันกว้าง (Broad–crested weir) ในคลองทีม่น้ีำไหลผา่น ตัวแปรทีแ่สดง
ในรปูได้แก ่ Hw คอื ความสงูของฝาย (m), Hh คอื ความสงูเหนอืฝายไปจนถงึผวิน้ำ (m), H คอื ความลกึของ
แมน้่ำกอ่นจะถงึฝาย และ Qw คอื อัตราการไหลโดยปรมิาตรของน้ำกอ่นจะถงึฝาย (m3/s) อัตราการไหลเขงิ
ปรมิาตรของน้ำในคลองน้ันสามารถคำนวณได้จากสมการ (Munson et al., 2013)

Qw = CwBw
√
g
(2
3
Hh

)3/2

รปูที่ 2.20: ฝายสันกว้างทีใ่ช้ควบคมุระดับน้ำ และอัตราการไหลของน้ำในคลอง

โดยที่ Cw คอื สัมประสทิธ ิข์องฝาย และ Bw คอื ความกว้างของฝาย (m) โดยทีสั่มประสทิธข์องฝายคำนวณได้
จาก

Cw = 1.125

√
1+Hh/Hw

2+Hh/Hw

ถ้ากำหนดให้ Hw = 0.8, Bw = 8 m, Qw = 1.3 m3/s จงหาคา่ความลกึของระดับน้ำ H กอ่นถงึฝาย โดยวธิโีมดิ
ฟายซแีคนทด้์วย δ = 10−5 โดยใช้คา่เดาเร ิม่ต้นเทา่กับ 1.5Hw และจงอภปิรายวา่หากใช้วธิทีำซ้ำแบบจดุคงที่ คำ
ตอบทีไ่ด้ควรมลัีกษณะลูเ่ข้าหรอืไม ่
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12. ทอ่เหลก็หลอ่ใช้ในการสง่น้ำทีอั่ตราการไหลเชงิปรมิาตร Q = 0.3 m3/s ถ้าสมมตุใิห้การไหลเปน็แบบสภาวะคงที่
(steady) มกีารพัฒนาเตม็ที่ (fully developed) และน้ำเปน็ของไหลแบบอัดตัวไมไ่ด้ (incompressible) ความ
สัมพันธร์ะหวา่งการสญูเสยีพลังงานเนือ่งจากการไหล ความเสยีดทาน เส้นผา่นศนูยก์ลางของทอ่ สามารถแสดง
ได้ดังสมการ Darcy–Weisbach ดังน ี้

hL = f
2Lv2

Dg

โดยที่ f คอื คา่สัมประสทิธ ิค์วามเสยีดทานของแฟนนิง่ (Fanning friction factor), L คอื ความยาวของทอ่ (m),

D คอื เส้นผา่นศนูยก์ลางของทอ่ด้านใน (m), และ v คอื ความเรว็เฉลีย่ของน้ำ (m/s) โดยทีค่วามเรว็เฉลีย่และ
อัตราการไหลเชงิปรมิาตรมคีวามสัมพันธกั์น ดังนี้

Q = vA

A คอื พื้นทีห่น้าตัดของทอ่ภายในทอ่ มคีา่เทา่กับ π()D2/4(m2) คา่สัมประสทิธ ิค์วามเสยีดทานของแฟนนิง่
สามารถคำนวณได้จากสมการ Colebrook equation

1
f
= −4log10

 ϵ
3.7D

+
1.26

Re
√
f


ถ้ากำหนดให้ head loss มคีา่ไมเ่กนิ 0.006 เมตรตอ่ความยาวทอ่หนึง่เมตร จงคำนวณหาขนาดเส้นผา่น
ศนูยก์ลางของทอ่ โดยให้คา่ความขรขุระของทอ่เหลก็หลอ่มคีา่ ϵ = 0.26 mm และ Reynolds number หาได้
จากสมการ

Re =
ρvD

µ

µ คอื ความหนดืของของไหล ในอณุหภมูทัิว่ไปที่20 องศาเซลเซยีส มคีา่เทา่กับ 1 centipoise หรอืเทา่กับ 0.001

Pa.s ในหนว่ย SI และความหนาแนน่ของน้ำ ณ อณุหภมูเิดยีวกันมคีา่เปน็ 998 kg/m3

13. จงคำนวณหารากของสมการข้างลา่งนี้ด้วยระเบยีบวธิขีองมลูเลอร์ โดยกำหนดให้คา่เร ิม่ต้นคอื x1=-1, x2=0,

และ x3=1

f (x) = ex − x2 = 0

14. จงคำนวณหารากของสมการข้างลา่งนี้ด้วยระเบยีบวธิแีบรส์โตว์ โดยกำหนดให้คา่เร ิม่ต้นของ ᾱ=-1 และ β̄=1

x3 − 7x2 +12x − 10 = 0
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ในงานด้านวศิวกรรม ด้านวทิยาศาสตรห์รอืด้านอืน่ ๆ มักจะมแีบบจำลองทางคณติศาสตรท์ ีอ่ย ูใ่นรปู
ของระบบสมการพชีคณติเชงิเส้น โดยเฉพาะการคำนวณด้านพลศาสตรข์องของไหล และการถา่ยเทความร้อน จะ
เกีย่วข้องกับสมการเชงิเส้นจำนวนนับพันสมการ โดยทีร่ปูแบบทัว่ไปของระบบสมการเชงิเส้นสามารถแสดงได้ดังนี้

a11x1 + a12x2+ · · · +a1nxn = b1

a21x1 + a22x2+ · · · +a2nxn = b2 (3.1)
...

an1x1 + an2x2+ · · · +annxn = bn

โดยที่ สัมประสทิธ ิ์ aij (i = 1,2, . . . ,n; j = 1,2, . . . ,n) และคา่คงที่ bi (i = 1,2, . . . ,n) เปน็ตัวแปรทีท่ราบคา่ หรอืถกู
กำหนดมาแล้ว และ xi (i = 1,2, . . . ,n) เปน็ตัวแปรทีต้่องการคำนวณ และ n เปน็จำนวนของสมการ เราสามารถแสดง
สมการ (3.1) ให้อย ูใ่นรปูของเมทรกิซไ์ด้วา่

[A]x⃗ = b⃗ (3.2)

โดยที่ [A] คอื เมทรกิซสั์มประสทิธ ิท์ ีม่ขีนาด n × n และ b⃗ คอืเวคเตอรข์องคา่คงที่ ขนาด n และ x⃗ คอืเวคเตอรข์อง

45
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ตัวแปรทีไ่มท่ราบคา่

[A] =



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann


, b⃗ =



b1

b2

...

bn



, x⃗ =



x1

x2

...

xn


ระเบยีบวธิแีก้ปญัหาของระบบสมการเชงิเส้นดังแสดงในสมการ (3.1) มหีลายวธิ ี เราสามารถแบง่วธิกีารแก้

ปญัหาเหลา่นี้ออกได้เปน็ 2ประเภท คอื การแก้ปญัหาโดยตรง (Direct methods) และการประมาณคา่วนซ้ำ (Iterative

method)

การแก้ปญัหาโดยตรง จะให้ผลลัพธจ์ากการคำนวณเปน็คำตอบจรงิ (Exact solution)ภายในจำนวนข้ันตอน
การคำนวณทีแ่นน่อน แตใ่นบางคร้ังความคลาดเคลือ่นจาก Truncation error หรอื Round off error กอ็าจจะทำให้ผล
การคำนวณจากวธินี ี้มคีวามคลาดเคลือ่นหรอืผดิพลาดได้ด้วย

การประมาณคา่วนซ้ำ จะเปน็วธิเีร ิม่ต้นด้วยการประมาณคา่คำตอบขึ้นมากอ่น และนำคา่ดังกลา่วไปคำนวณ
ด้วยวธิกีารทีเ่หมาะสมเพือ่ให้ได้คำตอบใหมท่ ีเ่ข้าใกล้กับคำตอบจรงิ เม ือ่ทำการคำนวณวนซ้ำไปเร ือ่ย ๆ กจ็ะทำให้การ
ประมาณคา่คำตอบทีไ่ด้ใกล้เคยีงมากขึ้น การคำนวณแบบการแก้ปญัหาโดยตรง และการประมาณคา่วนซ้ำ ทีน่ยิมใช้
แสดงได้ดังตารางที่ 3.1

ตารางที่ 3.1: วธิที ีน่ยิมใช้ในการแก้ปญัหาระบบสมการเชงิเส้น

วธิกีารแก้ปญัหาโดยตรง วธิกีารประมาณคา่วนซ้ำ
1. Gauss elimination method 1. Jacobi method

2. Gauss-Jordan method 2. Gauss-Seidel method

3. LU decomposition method 3. Relaxation method
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3.1 ระเบยีบวธิกีำจัดของเกาส์ (Gauss elimination method)

ระเบยีบวธิกีำจัดของเกาสเ์ปน็วธิที ีน่ยิมใช้มากทีส่ดุในกล ุม่วธิกีารแก้ปญัหาโดยตรง วธินี ี้ใช้หลักการลดรปู
ของ n สมการทีม่ตัีวไมร่ ู้คา่ n ตัว ให้อย ูใ่นรปูของสมการเทยีบเทา่ทีม่ลัีกษณะดังรปู

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · ·+ a1nxn = b1

a′22x2 + a′23x3 · · ·+ a′2nxn = b′2 (3.3)

a′33x3 · · ·+ a′3nxn = b′3
...

a′nnxn = b′3

การลดรปูของสมการ (3.1) ลงมาอย ูใ่นรปูของสมการ (3.3) เรยีกวา่การกำจัดไปข้างหน้า (Forward elimi-

nation) หลังจากน้ันคำตอบของระบบสมการกจ็ะสามารถคำนวณได้ด้วยวธิกีารแทนคา่ย้อนกลับ (Back substitution)

เน ือ่งจากสมการสดุท้ายของสมการที่nth มตัีวไมร่ ู้คา่อย ูเ่พยีงตัวเดยีว คอื xn จากน้ันจงึใช้คา่ xn ทีค่ำนวณได้ไปคำนวณ
ย้อนหาคา่ตัวแปร xn−1 ไปจนถงึ x1 ตามลำดับ

ข้ันตอนการคำนวณ
ข้ันตอนในการลดรปูสมการของการกำจัดไปข้างหน้าจะอาศัยหลักการดังตอ่ไปนี้

1. เราสามารถ คณู หรอื หาร ทกุสมการด้วยปรมิาณสเกลา่รไ์ด้

2. ทกุสมการสามารถนำไป บวก หรอื ลบ กับสมการอกีสมการหนึง่ได้

3. เราสามารถสลับตำแหนง่ของสมการได้

วธิกีารลดรปูของสมการสามารถแสดงได้ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

ตัวอยา่ง 3.1. จงลดรปูสมการต่อไปน้ีให้อย ู่ในรปูของเมทริกซ์สามเหล่ียม

2x1 − x2 + x3 = 4 (E1)

4x1 +3x2 − x3 = 6 (E2)

3x1 +2x2 +2x3 = 15 (E3)
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วิธีทำ

กำจัด x1 ออกจากสมการ (E2) ด้วยการคณูสมการ (E1) ด้วย -2 และบวกเข้ากับสมการ (E2) ต่อมาให้กำจัด
x1 ออกจากสมการ (E3) ด้วยการคณูสมการ (E1) ด้วย -3/2 แล้วบวกเข้ากับสมการ (E3) จะได้

2x1 − x2 + x3 = 4 (E4)

5x2 − 3x3 = −2 (E5)

7
2
x2 +

1
2
x3 = 9 (E6)

สมการ (E1) ท่ีใช้ในการกำจัด x1 ออกจากสมการท่ีเหลือ เรียกว่าสมการไพวอท (Pivot equation) และ
สัมประสิทธ์ิของ x1 ในสมการ (E1) จะเรียกว่าค่าสัมประสิทธ์ิไพวอท (Pivot coefficient) ในข้ันตอนต่อไป ก็
จะทำการกำจัด x2 ออกจากสมการ (E6) ด้วยการคณูสมการ (E5) ด้วย -7/10 และบวกเข้ากับสมการ (E6) จะ
ได้

2x1 − x2 + x3 = 4 (E7)

5x2 − 3x3 = −2 (E8)

13
5
x3 =

52
5

(E9)

ระบบสมการสดุท้ายน้ีจะอย ู่ในรปูของเมทริกซ์สามเหล่ียมท่ีสามารถคำนวณหาคำตอบด้วยวิธีแทนค่าย้อนกลับ
โดยท่ีคำตอบของระบบสมการน้ีคือ

x⃗ =



x1

x2

x3


=



1

2

4


(E10)
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ในการใช้ระเบยีบวธิกีำจัดของเกาสกั์บระบบสมการทัว่ไปทีอ่ย ูใ่นรปู [A]x⃗ = b⃗ ให้พจิารณาจาก เมทรกิซแ์ตง่
เตมิ (Augmented Matrix) [C] ทีม่ขีนาด n× (n+1)

[C] =



a11 a12 . . . a1n a1,n+1

a21 a22 . . . a2n a2,n+1

...
... . . .

...
...

an1 an2 . . . ann an,n+1


โดยทีส่มาชกิใน n คอลัมนแ์รกของ [C] จะเหมอืนกับของ [A] และคอลัมนส์ดุท้ายจะมสีมาชกิเหมอืนกับ b⃗



a1,n+1

a2,n+1

...

an,n+1



=



b1

b2

...

bn


เราสามารถลดรปูเมทรกิซแ์ตง่เตมิ ข้างต้นให้อย ูใ่นรปูของเมทรกิซส์ามเหลีย่มได้ภายใน n− 1 ข้ันตอนการคำนวณ

[C(n−1)] =



a
(0)
11 a

(0)
12 a

(0)
13 . . . a

(0)
1,n−1 a

(0)
1n a

(0)
1,n+1

0 a
(1)
22 a

(1)
23 . . . a

(1)
2,n−1 a

(1)
2n a

(1)
2,n+1

...
...

... . . .
...

...
...

0 0 0 . . . 0 a
(n−1)
nn a

(n−1)
n,n+1


(3.4)

โดยทีตั่วยกแสดงลำดับข้ันการคำนวณของการกำจัด ดังน้ันในการกำจัด ข้ันทีห่นึง่ จะเขยีนได้วา่

a
(1)
ij = a

(0)
ij −

a
(0)
i1

a
(0)
11

a
(0)
1j ; i = 2,3, . . . ,n; j = 1,2, . . . ,n+1 (3.5)

สมการ (3.5) แสดงให้เหน็วา่ แถวแรกของเมทรกิซจ์ะถกูใช้เปน็ไพวอท โดยที่ a11 เปน็ pivot element จะเหน็ได้วา่
หลังจากทำการกำจัดในข้ันตอนนี้แล้ว สมาชกิในคอลัมนแ์รกของแถว 2,3, . . . ,n จะกลายเปน็ศนูย์ ข้ันตอนตอ่ไปของ
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การกำจัดกจ็ะเหมอืนกันโดยจะใช้แถวที่ 2,3, . . . ,n−1 เปน็แถวไพวอท (Pivot rows) ตามลำดับ โดยมสัีมประสทิธ ิ์ a(k)ii

เปน็ Pivot element ซึง่สามารถเขยีนเปน็สมการได้ดังนี้

a
(k)
ij = a

(k−1)
ij −

a
(k−1)
ik

a
(k−1)
kk

a
(k−1)
kj ; i = k +1, k +2, . . . ,n, (3.6)

j = k,k +1, . . . ,n+1;

k = 1,2, . . . ,n− 1

จะสังเกตวา่ Pivot element ak−1kk ทีเ่ปน็ตัวหารในสมการ (3.6) น้ัน จะมคีา่เปน็ศนูยไ์มไ่ด้ ดังน้ันจงึจำเปน็ต้องมกีาร
สลับแถวของเมทรกิซเ์พ ือ่ให้แถวทีม่ ี pivot element มคีา่มากทีส่ดุเปน็แถวไพวอท วธิกีารนี้เรยีกวา่ วธิสีลับแถว (Par-

tial pivoting) วธินี ี้มวัีตถปุระสงคห์ลักสองประการ คอื หลกีเล ีย่งความเปน็ไปได้ในการเกดิการหารด้วยศนูย์ และเพิม่
ความถกูต้องให้กับคำตอบในบางคร้ังจะมกีารค้นหาคา่ไพวอททีเ่หมาะสมในแนวคอลัมนด้์วย วธินี ี้ เรยีกวา่ Complete

pivoting ถ้าการตรวจสอบคา่ไพวอท ไมพ่บคา่ทีไ่มเ่ปน็ศนูย์ ในข้ันตอนการทำ Pivot element กจ็ะสรปุได้วา่เมทรกิซ์
ดังกลา่วเปน็เมทรกิซซ์งิกลูาร์ (Singular matrix) และจะเปน็ระบบสมการทีไ่มม่คีำตอบ เมือ่ทำการลดรปูสมการให้ลง
มาอย ูใ่นรปูของสมการ (3.4) เสรจ็แล้ว กจ็ะสามารถคำนวณหาคำตอบได้ด้วยวธิแีทนคา่ย้อนกลับ ดังนี้

xn =
an,n+1
ann

(3.7)

xi =
ai,n+1 −

∑n
j=i+1 aijxj

aii
; i = n− 1,n− 2, . . . ,1 (3.8)

เราจะสังเกตได้วา่ระเบยีบวธิกีำจัดของเกาส์ (Gauss elimination) จะมข้ัีนตอนการคณูจำนวน n3/3 คร้ัง ในการหา
คา่ x1,x2, . . . ,xn

ตัวอยา่ง 3.2. ให้คำนวณหาคำตอบของระบบสมการต่อไปน้ี โดยใช้ระเบียบวิธีกำจัดของเกาส์

2x1 − x2 + x3 = 4 (E1)

4x1 +3x2 − x3 = 6 (E2)

3x1 +2x2 +2x3 = 15 (E3)
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Augmented matrix จะมีลักษณะดังน้ี

[C] =



2 −1 1 4

4 3 −1 6

3 2 2 15


(E4)

จากการใช้สมการ (3.6) โดยท่ี k = 1 จะได้

[C] =



2 −1 1 4

0 5 −3 −2

0 7
2

1
2 9


(E5)

จากการใช้สมการ (3.6) โดยท่ี k = 2 จะได้

[C] =



2 −1 1 4

0 5 −3 −2

0 0 13
5

52
5


(E6)

ใช้วิธีการแทนค่าย้อนกลับจากสมการ (E6) จะได้คำตอบ คือ

x3 =
52
13

= 4,x2 = 2,x1 = 1

หรือ

x⃗ =



x1

x2

x3


=



1

2

4


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Pseudocode 9 Gauss Elimination’s method
1: function GAUSSELIMINATE(a,b,n,x, tol, er )
2: er = 0
3: for i = 1,n do
4: si = |ai,1|
5: for j = 2,n do
6: if |ai,j | > si then
7: si = |ai,j |
8: end if
9: end for

10: end for
11: ELIMINATE(a, s,n,b, tol, er )
12: if er , −1 then
13: SUBSTITUTE(a,n,b,x)
14: end if
15: end function
16: function ELIMINATE(a, s,n,b, tol, er )
17: for k = 1,n− 1 do
18: PIVOT(a,b, s,n,k)
19: if |ak,k /sk | < tol then
20: er = −1
21: EXIT
22: end if
23: for i = k +1,n do
24: f actor = ai,k /ak,k
25: for j = k +1,n do
26: ai,j = ai,j − f actor ∗ ak,j
27: end for
28: bi = bi − f actor ∗ bk
29: end for
30: end for
31: if |an,n/sn| < tol then
32: er = −1
33: end if
34: end function

35: function PIVOT(a,b, s,n,k)
36: p = k
37: big = |ak,k /sk |
38: for ii = k +1,n do
39: dummy = |aii,k /sii |
40: if dummy > big then
41: big = dummy
42: p = ii
43: end if
44: end for
45: if p , k then
46: for jj = k,n do
47: dummy = ap,jj
48: ap,jj = ak,jj
49: ak,jj = dummy
50: end for
51: dummy = bp
52: bp = bk
53: bk = dummy
54: dummy = sp
55: sp = sk
56: sk = dummy
57: end if
58: end function
59: function SUBSTITUTE(a,n,b,x)
60: xn = bn/an,n
61: for i = n− 1,1,−1 do
62: sum = 0.0
63: for j = i +1,n do
64: sum = sum + ai,j ∗ xj
65: end for
66: xn = (bn − sum)/an,n
67: end for
68: end function

3.2 ระเบยีบวธิกีำจัดของเกาส-์จอรแ์ดน (Gauss–Jordan elimination

method)

วธินี ี้ เปน็สว่นขยายของระเบยีบวธิกีำจัดของเกาส์ และใช้หลักการพื้นฐานเดยีวกัน โดยจะทำการลดรปูอลิ ิ
เมนตท์ ีอ่ย ูน่อกตำแหนง่ทแยงมมุ (Off–diagonal elements) ให้เปน็ศนูย์ ดังน้ันระเบยีบวธิกีำจัดของเกาส–์จอรแ์ดน
จะสามารถคำนวณหาคำตอบได้โดยไมต้่องใช้ขบวนการแทนคา่ย้อนกลับ แนวคดิของระเบยีบวธิกีำจัดของเกาส-์

จอรแ์ดนทำการคำนวณหาคำตอบของระบบสมการโดยการใช้ Augmented matrix , [C] เหมอืนกับระเบยีบวธิกีำจัด
ของเกาส์



บทที่ 3. ระบบสมการเชงิเส้น 53

[C] =



a11 a12 . . . a1n a1,n+1

a21 a22 . . . a2n a2,n+1

...
... . . .

...
...

an1 an2 . . . ann an,n+1


วธิกีารแก้ไขปญัหามข้ัีนตอน ดังนี้

1. สร้าง Augmented matrix

a
(0)
ij = aij ; i = 1,2, . . . ,n; j = 1,2, . . . ,n, (3.9)

a
(0)
ij = bi ; i = 1,2, . . . ,n; j = n+1 (3.10)

2. Normalization ลดรปูสมการในเทอมทแยงมมุแถวไพวอท ของ Augmented matrix ให้เปน็ 1 ด้วยการหารด้วย
ไพวอทอลิเิมนต์

a
(k)
kj =

a
(k−1)
kj

a
(k−1)
kk

; j = k,k +1, . . . ,n,n+1 (3.11)

3. ลดรปูตัวแปรสัมประสทิธ ิท์ ีอ่ย ูน่อกแนวทแยงมมุท้ังด้านบนและด้านลา่งให้เปน็ศนูย์

a
(k)
ij = a

(k−1)
ij − a(k−1)ik a

(k)
kj ; j = k,k +1, . . . ,n,n+1; (3.12)

i = 1,2, . . . ,n(i , k) (3.13)

รายละเอยีดสามารถแสดงได้ตามตัวอยา่งที่ 3.3

ตัวอยา่ง 3.3. จงคำนวณหาคำตอบของระบบสมการต่อไปน้ี

2x1 − x2 + x3 = 4 (E1)

4x1 +3x2 − x3 = 6 (E2)

3x1 +2x2 +2x3 = 15 (E3)
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วิธีทำ
จัดทำ Augmented matrix

[C] =



2 −1 1 4

4 3 −1 6

3 2 2 15


(E4)

ข้ันแรกทำการหาร แถวท่ี 1 ด้วย 2 จะได้


1 −1
2

1
2 2

4 3 −1 6

3 2 2 15


(E5)

จากน้ัน ทำการลดรปูสัมประสิทธ์ิ ในคอลัมน์ท่ี 1 ของสมการ (E5) จะได้



1 −1
2

1
2 2

0 5 −3 −2

0 7
2

1
2 9


(E6)

ทำการหารแถวท่ี 2 ด้วย 5 จะได้ 

1 −1
2

1
2 2

0 1 −3
5 −2

5

0 7
2

1
2 9


(E7)
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ลดรปูสัมประสิทธ์ิในคอลัมน์ท่ี 2 ของสมการ (E7) จะได้



1 0 1
5

9
5

0 1 −3
5 −2

5

0 0 13
5

52
5


(E8)

หารแถวท่ี 3 ด้วย 13
5 จะได้ 

1 0 1
5

9
5

0 1 −3
5 −2

5

0 0 1 4


(E9)

ทำการลดรปูสัมประสิทธ์ิในคอลัมน์ท่ี 3 ของสมการ (E9) จะได้



1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 4


(E9)

จะเห็นได้ว่า สมการ (E9) จะอย ู่ในรปูของ
[I ]x⃗ =⃗ b̃ (E10)

ดังน้ันเวคเตอร์ b⃗ ก็คือคำตอบของระบบสมการน่ันเอง

x⃗ =⃗ b̃ =



1

2

4


(E11)

วธิกีำจัดของเกาส–์จอรแ์ดนมจีำนวนการคำนวณมากกวา่วธิกีำจัดของเกาสอ์ย ูป่ระมาณ 50% ถงึแม้ท้ังสอง
วธิจีะให้คำตอบเหมอืนกัน แตใ่นมมุของระเบยีบวธิเีชงิตัวเลขแล้ววธิกีำจัดของเกาสเ์ปน็ทีน่ยิมใช้มากกวา่
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3.3 ระเบยีบวธิ ี LU ดคีอมโพซชัิน (LU decomposition method)

วธินี ี้อาศัยหลักการทีว่า่เมทรกิซ์ [A] สามารถแสดงได้ในรปูของเมทรกิซ์ 2 เมทรกิซค์ณูกัน ดังนี้

[A] = [L][U ] (3.14)

โดยที่ เมทรกิซ์ [L] เปน็เมทรกิซส์ามเหลีย่มด้านลา่ง และเมทรกิซ์ [U ] เปน็เมทรกิซส์ามเหลีย่มด้านบน

[L] =



l11 0 0 . . . 0

l21 l22 0 . . . 0

l31 l32 l33 . . . 0

...
...

... . . .
...

ln1 ln2 ln3 . . . lnn



(3.15)

[U ] =



u11 u12 u13 . . . u1n

0 u22 u23 . . . u2n

0 0 u33 . . . u3n

...
...

... . . .
...

0 0 0 . . . unn



(3.16)

สมการ 3.15 และ 3.16 แสดงให้เหน็วา่ในเมทรกิซ์ [L] และ [U ] มตัีวแปรทีไ่มร่ ู้คา่อย ู่ (n2 + n) ในขณะที่
เมทรกิซ์ [A] มตัีวแปรทีร่ ู้คา่อย ู่ n2 ตัว ดังน้ัน ในการคำนวณเพือ่กำหนดคา่ของอลิเิมนตแ์ตล่ะตัวของเมทรกิซ์ [L] และ
[U ] จงึจะต้องสร้างความสัมพันธข์ึ้นมาอกี n ความสัมพันธ์ การกำหนดความสัมพันธดั์งกลา่วเรยีกวา่การทำแฟกเตอร์
ไรเซชัน (Factorization) ซึง่สามารถทำได้ 3 วธิ ี ดังน ี้
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3.3.1 ระเบยีบวธิขีองเคราท์ (Crout’s method)

ระเบยีบวธิขีองเคราท์ จะกาํหนดให้อลีเิมนตใ์นแนวทแยงมมุของเมทรกิซ์ [U ] ให้มคีา่ เปน็ 1 ดังน้ันเมทรกิซ์
[L] และ [U ] จะมลัีกษณะดังตอ่ไปนี้



a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


=



l11 0 0

l21 l22 0

l31 l32 l33





1 u12 u13

0 1 u23

0 0 1


(3.17)

จากสมการ (3.17) ถ้าคณูเมทรกิซ์ [L] และ [U ] เข้าด้วยกันกจ็ะได้



a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


=



l11 (l11u12) (l11u13)

l21 (l21u12 + l22) (l21u13 + l22u23)

l31 (l31u12 + l32) (l31u13 + l32u23 + l33)


(3.18)

l11 = a11, l21 = a21, l31 = a31,

l11u12 = a12, or u12 =
a12
l11

=
a12
a11

,

l21u12 + l22 = a22, or l22 = a22 − l21u12,

l31u12 + l32 = a32, or l32 = a32 − l31u12,

l11u13 = a13, or u13 =
a13
l11

=
a13
a11

,

l21u13 + l22u23 = a23, or u23 =
a23 − l21u13

l22
,

l31u13 + l32u23 + l33 = a33 or l33 = a33 − l31u13 − l32u23

สำหรับเมทรกิซท์ ีม่ขีนาด n×n จะได้วา่

lij =

aij −
j−1∑
k=1

likukj

 ; i ≥ j ; i = 1,2, . . . ,n (3.19)

uij =

aij −
∑i−1

k=1 likukj
lii

 ; i < j ; j = 2,3, . . . ,n (3.20)
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3.3.2 ระเบยีบวธิขีองดลูติเต ิ้ล (Doolittle’s method)

วธินี ี้จะแตกตา่งกับระเบยีบวธิขีองเคราท์ ตรงทีก่ำหนดให้อลีเิมนตใ์นแนวทแยงมมุของเมทรกิซ์ [L] มคีา่เปน็
1 แทน สว่นเมทรกิซ์ [U ] กจ็ะมคีา่เทา่กับเมทรกิซ์ [A′] ในสมการ (3.3) ของระเบยีบวธิกีำจัดของเกาส์ วธิกีารคำนวณ
คา่แตล่ะอลิเิมนตข์องเมทรกิซ์ [L] และเมทรกิซ์ [U ] กส็ามารถทำได้ด้วยวธิเีดยีวกันกับระเบยีบวธิขีองเคราท์

3.3.3 ระเบยีบวธิขีองโคเลสกี้ (Choleski’s method)

วธินี ี้จะกำหนดให้อลิเิมนตใ์นแนวทแยงมมุของเมทรกิซ์ [L] , lii กับเมทรกิซ์ [U ] , uii มคีา่เทา่กัน (วธินี ี้นยิม
ใช้กับเมทรกิซ์ [A] ทีม่ลัีกษณะสมมาตร)

[A] = [U ]T [U ] (3.21)

โดยที่

[U ] =



u11 u12 u13 . . . u1n

0 u22 u23 . . . u2n

0 0 u33 . . . u3n

...
...

... . . .
...

0 0 0 . . . unn



(3.22)

เปน็เมทรกิซส์ามเหลีย่มทีส่ามารถคำนวณคา่ได้ดังนี้

u11 = (a11)
1
2 ;

u1j =
a1j
u11

; j = 2,3, . . . ,n;

uii =

aii − i−1∑
k=1

u2
ki


1
2

; i = 2,3, . . . ,n; (3.23)

uij =
1
uii

aij − i−1∑
k=1

ukiukj

 ; i = 2,3, . . . ,n; j = i +1, i +2, . . . ,n;

uij = 0; i > j
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3.3.4 การหาคำตอบด้วยระเบยีบวธิ ี LU ดคีอมโพซชัิน

ระบบสมการเชงิเส้นสามารถคำนวณหาคำตอบจากระเบยีบวธิ ี LU ดคีอมโพซชัินของเมทรกิซ์ [A] ด้วยวธิใีด
วธิหีนึง่จาก 3 วธิดัีงกลา่วไปแล้วข้างต้น ดังนี้

[A]x⃗ = [L][U ]x⃗ = b⃗ (3.24)

ในการคำนวณคำตอบให้พจิารณา z⃗
z⃗ = [U ]x⃗ (3.25)

เราสามารถแสดงสมการ (3.24) ได้วา่
[L]⃗z = b⃗ (3.26)

หรอื

l11z1 = b1,

l21z1 + l22z2 = b2,

l31z1 + l32z2 + l33z3 = b3, (3.27)
...

ln1z1 + ln2z2 + ln3z3 + . . .+ lnnzn = bn

สมการแรกของสมการ (3.27) จะใช้ในการคำนวณหาคา่ z1 จากน้ันสมการทีส่องกจ็ะใช้ในการคำนวณหาคา่ z2 และ
คำนวณอยา่งนี้ตอ่ไปตามลำดับ เมือ่คำนวณหาคา่ zi ได้แล้ว เราสามารถคำนวณหาคา่ xi ได้จากสมการ (3.25) ดังน ี้

x1 +u12x2 +u13x3 + . . .+u1nxn = z1,

x2 +u23x3 + . . .+u2nxn = z2,

x3 + . . .+u3nxn = z3, (3.28)
...

xn−1 +un−1,nxn = zn−1,

xn = zn

ผลลัพธข์องสมการ (3.28) สามารถคำนวณได้โดยใช้วธิแีทนคา่ย้อนกลับ จะได้คา่ xi สมการทัว่ไปสำหรับการคำนวณ
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หาคา่ zi และ xi คอื

z1 =
b1
l11

,

zi =
bi −

∑i−1
k=l likzk
lii

; i = 2,3, . . . ,n (3.29)

และ

xn = zn,

xi = zi −
n∑

k=i+1

uikxk ; i = n− 1,n− 2, . . . ,2,1 (3.30)

ตัวอยา่ง 3.4. จงคำนวณหาคำตอบของระบบสมการต่อไปน้ี

2x1 − x2 + x3 = 4;

4x1 +3x2 − x3 = 6;

3x1 +2x2 +2x3 = 15

วิธีทำ
ทำการสร้างเมทริกซ์ [L] และ [U ] ด้วยระเบียบวิธีของเคราท์จะได้

[A]x⃗ ≡ [L][U ]x⃗ ≡



2 0 0

4 5 0

3 7
2

13
5





1 −1
2

1
2

0 1 −3
5

0 0 1


x⃗ =



4

6

15


(E1)

คำนวณ z⃗ จากสมการ (3.29) จะได้

z1 =
b1
l11

=
4
2
= 2;

z2 =
b2 − l21z1

l22
=
6− (4)(2)

5
= −2

5
;

z3 =
b3 − l31z1 − l32z2

l33
=
15− (3)(2)−

(
7
2

)(
−2
5

)
13
5

= 4
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จากน้ัน ทำการคำนวณหาคำตอบจากสมการ (3.30)

x3 = z3 = 4;

x2 = z2 −u23x3 = −
2
5
−
(
−3
5

)
(4) = 2;

x1 = z1 −u12x2 −u13x3 = 2−
(
−1
2

)
(2)−

(1
2

)
(4) = 1

ระเบยีบวธิ ี LU ดคีอมโพซชัิน มปีระสทิธภิาพมากกวา่ระเบยีบวธิกีำจัดของเกาส์ (โดยพจิารณาจากจำนวน
ข้ันตอนของการคำนวณ) แตถ้่าไพวอทอลิเิมนตม์คีา่เทา่กับศนูย์ วธิ ี LU ดคีอมโพซชัินจะไมส่ามารถแก้ระบบสมการเชงิ
เส้นได้ในกรณนี ี้ ต้องมกีารสลับแถวกอ่นทีจ่ะใช้วธินี ี้ได้

Pseudocode 10 LU decomposition’s method
1: function LUDECOMPOSITION(a,n,b,x, tol, er )
2: er = 0
3: a(1 : n) = 0
4: s(1 : n) = 0
5: DECOMPOSE(a,n, tol,o, s, er )
6: if er , −1 then
7: SUBSTITUTE(a,n, ,o,b,x)
8: end if
9: end function

10: function DECOMPOSE(a,n, tol,o, s, er )
11: for i = 1,n do
12: oi = i
13: si = |ai,1|
14: for j = 2,n do
15: if |ai,j | > si then
16: si = |ai,j |
17: end if
18: end for
19: end for
20: for k = 1,n− 1 do
21: f actor = ao(i),k/ao(k),k
22: ao(i),k=f actor
23: for j = k +1,n do
24: ao(i),j = ao(i),j − f actor ∗ ao(k),j
25: end for
26: end for
27: if |ao(k),k/so(k)| < tol then

28: er = −1
29: end if
30: end function
31: function PIVOT(a,o, s,n,k)
32: p = k
33: big = |ao(k),k/so(k)|
34: for ii = k +1,n do
35: dummy = |ao(ii),k/so(ii)|
36: if dummy > big then
37: big = dummy
38: p = ii
39: end if
40: end for
41: dummy = op
42: op = ok
43: ok = dummy
44: end function
45: function SUBSTITUTE(a,n,b,x)
46: xn = bn/an,n
47: for i = n− 1,1,−1 do
48: sum = 0.0
49: for j = i +1,n do
50: sum = sum + ai,j ∗ xj
51: end for
52: xn = (bn − sum)/an,n
53: end for
54: end function
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Pseudocode 11 Crout’s LU decomposition’s method
1: function DECOMPOSE(a,n, tol,o, s, er )
2: for j = 2,n do
3: a1,j = a1,j /a1,1
4: end for
5: for j = 2,n− 1 do
6: for i = j,n do
7: sum = 0
8: for k = 1, j − 1 do
9: sum = sum + ai,k ∗ ak,j

10: end for
11: ai,j = ai,j − sum
12: end for
13: for k = j +1,n do

14: sum = 0
15: for i = 1, j − 1 do
16: sum = sum + aj,i ∗ ai,k
17: end for
18: aj,k = (aj,k − sum)/aj,j
19: end for
20: end for
21: sum = 0
22: for k = 1,n− 1 do
23: sum = sum + an,k ∗ ak,n
24: end for
25: an,n = an,n − sum
26: end function

3.4 ระเบยีบวธิแีทนคา่วนซ้ำของจาโคบี (Jacobi iteration method)

ดังทีไ่ด้กลา่วไปข้างต้นแล้ววา่วธิกีารประมาณคา่วนซ้ำจะมหีลักการคำนวณทีต่า่งไปจากวธิกีารแก้ปญัหา
โดยตรง สำหรับวธิกีารประมาณคา่วนซ้ำน้ัน จะต้องมกีารเดาคา่คำตอบของตัวแปรทกุตัวขึ้นมากอ่น จากน้ันจงึนำเอา
คา่เดาน้ันไปทำการคำนวณหาคา่ประมาณของคำตอบใหมท่ ีใ่กล้เคยีงกับคำตอบจรงิมากกวา่เดมิ และทำการคำนวณ
วนซ้ำไปเร ือ่ย ๆ ดังจะได้อธบิายในรายละเอยีดตอ่ไป พจิารณาจากสมการเชงิเส้น

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1;

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2; (3.31)
...

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

ระบบสมการข้างต้น สามารถนำมาจัดให้อย ูใ่นรปูใหมเ่พือ่เปน็สมการสำหรับทำการคำนวณหาคา่ xi จากสมการที่ i-th
โดยที่ (i = 1,2, . . . ,n)

x1 =
1
a11

[b1 − a12x2 − a13x3 − · · · − a1nxn];

x2 =
1
a22

[b2 − a21x1 − a23x3 − · · · − a2nxn]; (3.32)

...

xn =
1
ann

[bn − an1x1 − an2x2 − · · · − an,n−1xn−1]
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สมการ (3.32) สามารถแสดงในรปูแบบทัว่ไปได้วา่

xi =
1
aii

bi − n∑
j=1,j,i

aijxj

 ; i = 1,2, . . . ,n (3.33)

ระเบยีบวธิวีนซ้ำของจาโคบจีะเร ิม่จากการประมาณคา่ของคำตอบทกุตัวเพือ่ใช้เปน็คา่เร ิม่ต้น
x
(1)
1 ,x

(1)
2 , . . . ,x

(1)
n โดยทัว่ไปหากไมส่ามารถประมาณคา่เร ิม่ต้นได้ กส็ามารถกำหนดให้คา่เร ิม่ต้นเปน็ 0 ได้ และคา่

สมมตทิ ีก่ำหนดขึ้นจะถกูนำไปแทนในด้านขวามอืของสมการ (3.33) เพ ือ่ให้ได้คำตอบคา่ใหมอ่อกมา

x
(2)
i =

1
aii

bi − n∑
j=1,j,i

aijx
(1)
j

 ; i = 1,2, . . . ,n (3.34)

จากน้ัน แทนคา่คำตอบทีไ่ด้จากสมการ (3.34) ลงในเทอมด้านขวามอืของสมการ (3.33) อกีคร้ัง จะได้ชดุคำตอบคา่
ใหมอ่อกมา จากการทำวนซ้ำสามารถเขยีนเปน็สมการทัว่ไปได้ดังนี้

x
(k+1)
i =

1
aii

bi − n∑
j=1,j,i

aijx
(k)
j

 ; i = 1,2, . . . ,n;k = 1,2, . . . (3.35)

โดยทีค่า่ k คอืจำนวนรอบของการคำนวณวนซ้ำ การคำนวณวนซ้ำนี้จะทำไปเร ือ่ย ๆ จนกวา่คา่ทีค่ำนวณใหมจ่ะใกล้
เคยีงกับคา่ทีก่ำหนดไว้เปน็ คา่วกิฤตของการล ูเ่ข้า (Convergence criterion) สำหรับการวนซ้ำจะใช้สมการ

∣∣∣∣x(k+1)i − x(k)i

∣∣∣∣ ≤ ϵ; i = 1,2, . . . ,n (3.36)

หรอื ∣∣∣∣∣∣∣x
(k+1)
i − x(k)i

x
(k)
i

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ϵ; i = 1,2, . . . ,n (3.37)

โดยที่ ϵ เปน็คา่วกิฤตของการล ูเ่ข้าปกตจิะเปน็คา่คงทีท่ ีม่คีา่น้อยมาก ๆ ระเบยีบวธิวีนซ้ำของจาโคบนี ี้ จะล ูเ่ข้าหาคำ
ตอบทีถ่กูต้องได้ กต็อ่เม ือ่

|aii | >
n∑

j=1,j,i

|aij | (3.38)

หากคา่จากการคำนวณจากเมทรกิซ์ [A] มคีณุลักษณะตามสมการ (3.38) คา่ x(k)i ทีไ่ด้จากการวนซ้ำจะล ูเ่ข้าหาคำตอบ
ทีถ่กูต้อง โดยไมข่ึ้นกับคา่เร ิม่ต้น เมทรกิซ์ [A] จะมสีภาพตามสมการ (3.38) ได้มักจะต้องเปน็เมทรกิซ์ Diagonally

dominant นัน่คอื ผลรวมคา่สัมประสทิธ ิข์องอลีเิมนต์ ณ ตำแหนง่ทแยงมมุของแถวใด ๆ จะต้องมคีา่มากกวา่ผลรวม
ของคา่สมาชกิตัวอืน่ในแถวเดยีวกัน รวมกัน
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ตัวอยา่ง 3.5. จงคำนวณหาคำตอบของระบบเชิงเส้นน้ีด้วยระเบียบวิธีแทนค่าวนซ้ำของจาโคบี

−5x1 − x2 +2x3 = 1 (E1)

2x1 +6x2 − 3x3 = 2 (E2)

2x1 + x2 +7x3 = 32 (E3)

วิธีทำ จัดสมการข้างต้นให้อย ู่ในรปู
x1 = −

1
5
(1+ x2 − 2x3) (E4)

x2 =
1
6
(2− 2x1 +3x3) (E5)

x3 =
1
7
(32− 2x1 − x2) (E6)

กำหนดค่าเร่ิมต้นสำหรับ xi ดังน้ี x
(1)
i = 0, i = 1,2,3 แล้วแทนลงไปในสมการ (E4) ถึง (E6) จะได้ค่าประมาณ

ค่าใหม่ ดังน้ี

x
(2)
1 = −1

5
(1+ 0− 2(0)) = −1

5
= −0.2000;

x
(2)
2 =

1
6
(2− 2(0) + 3(0)) =

2
6
= 0.3333;

x
(2)
3 =

1
7
(32− 2(0)− (0)) = 32

7
= 4.5714

จากน้ัน แทนค่าท่ีได้ลงในสมการ (E4) ถึง (E6) อีกคร้ัง จะได้

x
(3)
1 = −1

5
(1+ 0.3333− 2(4.5714)) = 1,5619;

x
(3)
2 =

1
6
(2− 2(−0.2000) + 3(4.5714)) = 2.6857;

x
(3)
3 =

1
7
(32− 2(−0.2000)− 0.3333) = 4.5810

ทำการคำนวณวนซ้ำไปจนกระท่ัง
||x⃗(k+1) − x⃗(k)|| ≤ 10−6

ผลการคำนวณแสดงได้ดังตารางต่อไปน้ี
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Iteration Variables

Number x1 x2 x3

1 0.0000 0.0000 0.0000

2 -0.2000 0.3333 4.5714

3 1.5619 2.6857 4.5810

...
...

...

10 1.0018 2.0023 4.0007

11 0.9998 1.9997 3.9991

Pseudocode 12 Jacobi iteration method
1: function JACOBI(a,b,n,x,ϵs)
2: iter = 0
3: imax← ”maximum iteration”
4: converge = 0
5: while converge = 0 or iter ≤ imax do
6: converge = 1
7: for i = 1,n do
8: sum = 0.0
9: for j = 1,n do

10: if j , i then
11: sum = sum − ai,j ∗ xkj
12: end if
13: end for
14: xk+1i = (bi − sum)/ai,j
15: if converge = 1 and xk+1i , 0 then
16: ϵa = (|xk+1i − xki |/x

k
i ) ∗ 100

17: if ϵa > ϵs then
18: converge = 0
19: end if
20: end if
21: end for
22: iter = iter +1
23: end while
24: end function
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3.5 ระเบยีบวธิแีทนคา่วนซ้ำของเกาส-์ไซเดล (Gauss-Seidel iteration

method)

จากการคำนวณหาผลลัพธข์องระบบสมการเชงิเส้นด้วยระเบยีบวธิแีทนคา่วนซ้ำของจาโคบข้ีางต้นน้ัน หาก
สังเกตแุล้วจะพบวา่ ระเบยีบวธิแีทนคา่วนซ้ำของจาโคบี จะคำนวณคา่ x

(k+1)
i จากคา่ทีค่ำนวณได้ท้ังหมดในรอบทีผ่า่น

มา x(k)i แตร่ะเบยีบวธิแีทนคา่วนซ้ำของเกาส-์ไซเดล จะใช้คา่ประมาณทีค่ำนวณได้ใหมใ่นรอบปจัจบัุน x
(k+1)
1 ,x(k+1)2 ,. . .

,x(k+1)i−1 และคา่ทีไ่ด้จากการคำนวณในรอบทีผ่า่นมา x
(k)
i+1,x

(k)
i+2, . . . ,x

(k)
n ไปใช้ในการคำนวณหาคา่ x

(k+1)
i สว่นการ

คำนวณวนซ้ำนี้จะทำไปเร ือ่ย ๆ จนกวา่คา่ทีค่ำนวณใหมจ่ะใกล้เคยีงกับคา่ทีก่ำหนดไว้เปน็ คา่วกิฤตของการล ูเ่ข้าเชน่
เดยีวกับระเบยีบวธิขีองจาโคบี ระเบยีบวธิแีทนคา่วนซ้ำของเกาส–์ไซเดลสามารถแสดงได้สมการ (3.39)

x
(k+1)
i =

1
aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

 ; i = 1,2, . . . ,n;k = 1,2, . . . (3.39)

ตัวอยา่ง 3.6. จงคำนวณหาคำตอบของสมการต่อไปน้ี โดยใช้ระเบียบวิธีแทนค่าวนซ้ำของเกาส์-ไซเดล

−5x1 − x2 +2x3 = 1, (E1)

2x1 +6x2 − 3x3 = 2, (E2)

2x1 + x2 +7x3 = 32, (E3)

วิธีทำ จัดรปูสมการ (E1) ถึง (E2) ใหม่ ดังน้ี

x1 = −
1
5
[1+ x2 − 2x3]; (E4)

x2 =
1
6
[2− 2x1 +3x3]; (E5)

x3 =
1
7
[32− 2x1 − x2] (E6)

จากค่าเดาเร่ิมต้น x
(1)
2 = x

(1)
3 = 0 แทนค่าลงในสมการ (E4) จะได้

x
(2)
1 = −1

5
[1+ 0− 2(0)] = −0.2000
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จากค่า x(2)1 = −0.2000 ท่ีคำนวณได้ และ x
(1)
3 = 0 แทนค่าลงในสมการ (E5) จะได้

x
(2)
2 =

1
6
[2− 2(−0.2000) + 3(0)] = 0.4000

จากน้ัน แทนค่า x(2)1 = −0.2000, x(2)2 = 0.4000 ลงในสมการ (E6) จะได้

x
(2)
3 =

1
7
[32− 2(−0.2000)− (0.4000)] = 4.5714

จากน้ัน ทำการวนซ้ำจนได้ค่าวิกฤตของการล ู่เข้า

||x⃗(k+1) − x⃗(k)|| ≤ 10−6

และได้ผลการคำนวณดังตารางต่อไปน้ี

Iteration Variables

Number x1 x2 x3

1 0.0000 0.0000 0.0000

2 -0.2000 0.4000 4.5714

3 1.5486 2.1029 3.8286

...
...

...

7 1.0012 2.0005 3.9996

8 0.9997 1.9999 4.0001

ระเบยีบวธิแีทนคา่วนซ้ำของเกาส–์ไซเดล ต้องการคา่เร ิม่ต้นเพยีงแค ่ x2,x3, . . . ,xn (คา่ x1 ไมจ่ำเปน็ต้อง
กำหนดกไ็ด้) และทำการวนซ้ำจนกระทัง่ x

(k+1)
i ลูเ่ข้าส ูค่า่ ϵ ดังแสดงในสมการ (3.36) และ (3.37) วธินี ี้จะล ูเ่ข้าหา

คำตอบโดยไมข่ึ้นอย ูกั่บการกำหนดคา่เร ิม่ต้น กต็อ่เม ือ่ระบบสมการเปน็ Diagonally dominant และหากเราสามารถ
กำหนดคา่เร ิม่ต้นได้ใกล้เคยีงกับคำตอบ จะทำให้การวนซ้ำล ูเ่ข้าหาคำตอบเรว็มาก
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3.6 ระเบยีบวธิผีอ่นปรนสบืเนือ่ง (Successive relaxation method)

อัตราการล ูเ่ข้าของระเบยีบวธิแีทนคา่วนซ้ำของเกาส–์ไซเดล เรว็กวา่ระเบยีบวธิแีทนคา่วนซ้ำของจาโคบี แต ่
กยั็งสามารถทำให้อัตราการล ูเ่ข้าเรว็ขึ้นได้อกี ด้วยวธิผีอ่นปรน (Relaxation) จากระเบยีบวธิแีทนคา่วนซ้ำของเกาส–์

ไซเดล และระเบยีบวธิแีทนคา่วนซ้ำของจาโคบี พบวา่คา่เศษ (Residual) ทีม่ากทีส่ดุจะเกดิทีตั่วแปร xi ดังน้ัน วธิผีอ่น
ปรน จงึเปน็วธิที ีป่รับคา่ xi เพ ือ่ให้ได้อัตราการล ูเ่ข้าทีเ่รว็ท ีส่ดุ วธิผีอ่นปรนสามารถแสดงได้ดังสมการ (3.40)

x
(k+1)
1 = ω

 1
aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j


+ (1−ω)x(k)i ;

i = 1,2, . . . ,n;k = 1,2, . . . , (3.40)

โดยที่ω คอืคา่คงทีข่องการผอ่นปรนสบืเนือ่ง ท ีอ่ย ูใ่นชว่ง 0 < ω < 2 ถ้า ω = 1 สมการ (3.40) คอื ระเบยีบวธิแีทนคา่
วนซ้ำของเกาส–์ไซเดล นัน่เอง และสมการ (3.40) สามารถจัดรปูใหมไ่ด้ดังนี้

x
(k+1)
i = x

(k)
i +

ω
aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i

aijx
(k)
j

 ; (3.41)

i = 1,2, . . . ,n;k = 1,2, . . .

หาก ω > 2 วธินี ี้จะไมล่ ูเ่ข้าหาคำตอบ ถ้า 0 < ω < 1 วธินี ี้ เรยีกวา่การผอ่นปรนทีต่ำ่กวา่ (Successive under

relaxation) ถ้า 1 < ω < 2 วธินี ี้ เรยีกวา่การผอ่นปรนทีส่งูกวา่ (Successive over relaxation) อยา่งไรกต็าม คา่ของ ω
ทีเ่หมาะสมในการทำให้คำตอบลูเ่ข้าเรว็ท ีส่ดุน้ัน มคีา่ท ีไ่มแ่นน่อนขึ้นอย ูกั่บลักษณะของปญัหาทีต้่องการหาคำตอบ

ตัวอยา่ง 3.7. จงคำนวณหาคำตอบของสมการต่อไปน้ีโดยวิธีผ่อนปรน และจงระบคุ่า คงท่ีของการผ่อนปรน
สืบเน่ือง, ω ท่ีเหมาะสมท่ีสดุ

−5x1 − x2 +2x3 = 1, (E1)

2x1 +6x2 − 3x3 = 2, (E2)

2x1 + x2 +7x3 = 32 (E3)
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วิธีทำ
โดยการกำหนดค่าเร่ิมต้น x

(0)
i = 0, i = 1,2,3 และทำการคำนวณจากสมการ (3.41) จนกระท่ัง

||x⃗(k+1) − x⃗(k)|| ≤ 10−6

และกำหนดค่า ω ต้ังแต่ 0.1 ถึง 1.4 เพ่ิมข้ึนคร้ังละ 0.1 ผลของการล ู่เข้า แสดงได้ดังตารางต่อไปน้ี

Value No. of Iterations Converged Solution Obtained

of ω required for convergence x1 x2 x3

0.1 50 0.9996 1.9832 4.0051

0.2 31 1.0025 1.9956 4.0014

0.3 22 1.0022 1.9973 4.0004

0.4 17 1.0018 1.9979 4.0000

...
...

...
...

...

1.4 51 1.0445 2.0112 3.9644

1.5 solution diverged

จากตารางผลลัพธ์ข้างต้นจะเห็นได้ว่า การคำนวณจะล ู่เข้าหาคำตอบภายในช่วงของ ω มีค่าระหว่าง 0.1 และ
1.4 ถ้าค่า ω มากกว่า 1.4 ผลการคำนวณจะไม่ล ู่เข้าหาคำตอบ (Diverge) และค่า ω ท่ีเหมาะสมท่ีสดุ คือ 0.9
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Pseudocode 13 Gauss-Seidel with relaxation method
1: function GAUSSSEIDEL(a,b,n,x,ϵs,λ)
2: iter = 0
3: imax← ”maximum iteration”
4: converge = 0
5: for i = 1,n do
6: dummy = ai,i
7: for j = 1,n do
8: ai,j = ai,j /dummy
9: end for

10: bi = bi /dummy
11: end for
12: for i = 1,n do
13: sum = bi
14: for j = 1,n do
15: if i , j then
16: sum = sum − ai,j ∗ xj
17: end if
18: end for
19: xi = sum
20: end for
21: while converge = 0 or iter ≤ imax do

22: converge = 1
23: for i = 1,n do
24: old = xi
25: sum = bi
26: for j = 1,n do
27: if j , i then
28: sum = sum − ai,j ∗ xj
29: end if
30: end for
31: xi = λ ∗ sum + (1.0−λ) ∗ old
32: if converge = 1 and xi , 0 then
33: ϵa = (|xi − old |/xi ) ∗ 100
34: if ϵa > ϵs then
35: converge = 0
36: end if
37: end if
38: end for
39: iter = iter +1
40: end while
41: end function

3.7 การเปรยีบเทยีบประสทิธภิาพของวธิแีก้ปญัหาโดยตรง

ในการพจิารณาหรอืเปรยีบเทยีบประสทิธภิาพของระเบยีบวธิเีชงิตัวเลขน้ัน มักจะใช้จำนวนการคำนวณทาง
คณติศาสตรเ์ปน็ตัวช ี้ วัด นอกจากน้ันแล้วยังมวีธิเีกบ็คา่ตัวแปรไว้ในหนว่ยความจำของคอมพวิเตอร์ การเพิม่จำนวน
ของตัวแปรในรปูการคำนวณ จำนวนทางคณติศาสตรส์ามารถหาคา่ได้จากรายละเอยีดตอ่ไปนี้

3.7.1 จำนวนการคำนวณของระเบยีบวธิกีำจัดของเกาส์

ระเบยีบวธิกีำจัดของเกาสจ์ะมข้ัีนตอนหลักอย ูส่องข้ันตอนคอื การทำการกำจัดไปข้างหน้า เพือ่ทำการลดรปู
สัมประสทิธ ิข์องเมทรกิซ์ และการคำนวณหาคำตอบด้วยการแทนคา่ย้อนกลับ ในข้ันตอนการทำการกำจัดไปข้างหน้า
น้ัน จะต้องคณู a12, a13, . . . , a1n และ a1,n+1 = b1 ด้วย a21

a11
จากน้ันจงึนำไปลบจาก a21, a22, . . . , a2,n+1 ตามลำดับ จาก

ข้ันตอนการคำนวณข้างต้นจะเกดิการคณู n คร้ังและการลบ n คร้ัง และการหาร 1 คร้ัง ดังน้ันในข้ันตอนดังกลา่วจะ
เก ีย่วข้องกับการคณูและหาร (n+1) คร้ัง และการบวกและลบ n คร้ัง หากทำลักษณะเดยีวกันอยา่งนี้ ซ้ำกับสมการแถว
ที่ 2nd, 3rd, ... ,nth อกีจำนวน (n−1) รอบ ดังน้ันจะเกดิการคณูและหารท้ังหมด (n+1)(n−1) คร้ัง การบวกและลบ
n(n− 1) คร้ัง สังเกตวา่ยังมสัีมประสทิธ ิ์ (n− 1) ตัว ทางขวาของไพวอทอลิเีมนต์ และอกี (n− 2) สมการสำหรับสมการ
แถวที่ 2 จำนวนการคำนวณในแถวนี้จงึเปน็ การคณูและหาร n(n − 2) คร้ัง และการบวกและลบ (n − 1)(n − 2) คร้ัง
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เพราะฉะน้ันในการลดรปูเมทรกิซจ์งึจะมกีารคณูและหารอย ูท้ั่งหมด

Nm1 =(n+1)(n− 1) +n(n− 2) + (n− 1)(n− 3) + . . .+ (3)(1)

=
n−1∑
i=1

(n− i +2)(n− i)

=
n−1∑
i=1

(n2 − 2ni + i2 +2n− 2i)

=(2n+n2)
n−1∑
i=1

1− (2n+n)
n−1∑
i=1

i +
n−1∑
i=1

i2

(3.42)

เน ือ่งจาก
p∑

i=1

1 = p,

p∑
i=1

i =
p(p +1)

2
และ,

p∑
i=1

i2 =
p(p +1)(2p +1)

6
(3.43)

สมการ (3.42) สามารถแสดงได้ดังนี้

Nm1 = (n2 +2n)(n− 1)− (2n+2)
(n− 1)n

2
+
(n− 1)n(2n− 1)

6
=
2n3 +3n2 − 5n

6
(3.44)

สว่นจำนวนการบวก และการลบจะมจีำนวน

Na1 =n(n− 1) + (n− 1)(n− 2) + . . .+ (2)(1)

=
n−1∑
i=1

(n− i)(n− i +1) = (n2 +n)
n−1∑
i=1

1− (2n+1)
n−1∑
i=1

i +
n−1∑
i=1

i2

=(n2 +n)(n− 1)− (2n+1)
(n− 1)(n)

2
+
(n− 1)(n)(2n− 1)

6

=
(n3 −n)

3

(3.45)

ในข้ันตอนของการแทนคา่ย้อนกลับจะมกีารคณูและหารอย ูท้ั่งหมด

Nm2 = 1+2+3+ . . .+n =
n2 +n

2
(3.46)

การบวกและการลบอยูท้ั่งหมด
Na2 = 0+1+2+ . . .+ (n− 1) = n2 −n

2
(3.47)

ดังน้ัน ระเบยีบวธิกีำจัดของเกาส์ จะมคีำนวณการคณู และหาร เทา่กับ

Nm =Nm1 +Nm2 =
2n3 +3n2 − 5n

6
+
n2 +n

2
=
1
3
(n3 +3n2 −n) (3.48)
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การบวก และการลบ เทา่กับ

Na =Na1 +Na2 =
n3 −n

3
+
n2 −n

2
=
1
6
(2n3 +3n2 − 5n) (3.49)

3.7.2 จำนวนการคำนวณของวธิอี ืน่ ๆ
สำหรับระเบยีบวธิขีองเคราท์ จะต้องใช้การคำนวณ

N = (n− 1)(n+1)! (3.50)

ระเบยีบวธิกีำจัดของเกาส-์จอรแ์ดน จะใช้การคณูและหารจำนวน

N1 =
1
2
n3 +n2 − 1

2
n (3.51)

และการบวกและลบ จำนวน
N2 =

1
2
n3 − 1

2
n (3.52)

รปูที่ 3.1: เปรยีบเทยีบทรัพยากรทีใ่ช้ในการคำนวณของการแก้ปญัหาระบบสมการเชงิเส้นด้วยวธิตีา่ง ๆ

ระเบยีบวธิขีองโคเลสกี้ จะใช้การคำนวณ
N1 = n (3.53)
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N2 =
1
6
n3 +

3
2
n2 +

1
3
n (3.54)

และ
N3 =

1
6
n3 +n2 − 7

6
n (3.55)

รปูที่ 3.1 แสดงจำนวนการคำนวณของแตล่ะวธิที ีม่จีำนวนสมการ (n) ตา่ง ๆ
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แบบฝกึหัดท้ายบท

1. จงใช้ระเบยีบวธิกีำจัดของเกาส์ คำนวณหาคำตอบของระบบสมการเชงิเส้นข้างลา่งนี้

x1 +7x2 − 4x3 = −51

4x1 − 4x2 +9x3 = 62

12x1 − x2 +3x3 = 8

2. จงใช้ระเบยีบวธิ ี LU ดคีอมโพซชัินแบบไมม่ไีพวอท (Pivot) และแบบ Partial pivot คำนวณหาคำตอบของระบบ
สมการเชงิเส้นข้างลา่งนี้ และเปรยีบเทยีบผลทีไ่ด้จากวธิท้ัีงสอง

2x1 − 6x2 − x3 = −38

−3x1 − x2 +7x3 = −34

−8x1 + x2 − 2x3 = −20

3. จงใช้ระเบยีบวธิแีทนคา่วนซ้ำของเกาส-์ไซเดล คำนวณหาคำตอบของระบบสมการเชงิเส้นข้างลา่งนี้

10x1 +2x2 − x3 = 27

−3x1 − 6x2 +2x3 = −61.5

x1 + x2 +5x3 = −21.5

4. จงใช้ระเบยีบวธิผีอ่นปรนสบืเนือ่ง คำนวณหาคำตอบของระบบสมการเชงิเส้นข้างลา่งนี้

2x1 − 6x2 − x3 = −38

−3x1 − x2 +7x3 = −34

−8x1 + x2 − 1x3 = −20

และหาคา่ λ ทีท่ำให้อัตราการล ูเ่ข้าหาคำตอบเรว็ทีส่ดุ

5. จงเปรยีบเทยีบอัตราการล ูเ่ข้าหาคำตอบระหวา่งระเบยีบวธิแีทนคา่วนซ้ำของเกาส-์ไซเดล และระเบยีบวธิผีอ่น
ปรนสบืเนือ่ง ของ โจทยข้์อที่ 4

6. ระบบสปรงิตอ่อนกุรม 4 ตัวถกูกดด้วยมวลขนาด 2000 kg. ดังรปู ในสภาวะสมดลุ ระยะกด (xi )ของสปรงิแตล่ะ
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ตัวแสดงได้ดังสมการตอ่ไปนี้ ถ้า k1−k4 มคีา่เทา่กับ 150, 50, 75, และ 225 N/m ตามลำดับ จงคำนวณหาระยะ
กดของสปรงิแตล่ะตัว

k2(x2 − x1) = k1x1

k3(x3 − x2) = k2(x2 − x1)

k4(x4 − x3) = k3(x3 − x2)

F = k4(x4 − x3) (3.56)

รปูที่ 3.2: รปูประกอบแบบฝกึหัดข้อที่ 6

7. ภาชนะห้าใบเช ือ่มกันด้วยทอ่ดังรปูที่ 3.3 อัตราการไหลของสารประกอบผา่นทอ่แตล่ะทอ่คำนวณได้จากอัตรา
การไหลโดยปรมิาตรQ (L/min) คณูความเข้มข้นของสารประกอบ c (g/L) ในสภาวะการไหลแบบคงที่ (steady-

state conditions) อัตราการไหลโดยมวลเข้าและออกสทุธแิตล่ะถังมคีา่เทา่กัน ความเข้มข้นของสารทีไ่หลออก
จากถังเทา่กับความเข้มข้นของสารในถังน้ัน เน ือ่งจากสารในแตล่ะถังถกูผสมเข้ากันเปน็อยา่งดแีล้ว ตัวอยา่งเชน่
ภาชนะที่ 1 สามารถเขยีนสมการอนรัุกษม์วลได้เปน็

Q01c01 +Q31c3 =Q15c1 +Q12c1

จงเขยีนสมการสมดลุมวลสำหรับภาชนะทีเ่หลอื และแสดงระบบสมการเชงิเส้นในรปูของเมตรกิซ์ จากน้ัน
คำนวณหาความเข้มข้นของสารประกอบในแตล่ะถัง
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รปูที่ 3.3: เครอืขา่ยภาชนะห้าใบทีเ่ช ือ่มตอ่กันด้วยระบบทอ่

8. โครงสร้างประเภทโครงถัก ตามรปูที่ 3.4 สามารถอธบิายการกระจายแรงในระบบได้ด้วยระบบสมการเชงิเส้นที่
เช ือ่มโยงกัน ซึง่ได้มาจากการทำสมดลุแรงให้ผลรวมของแรงท้ังในแนวนอนและแนวต้ังต้องเปน็ศนูยท์ ีแ่ตล่ะจดุ
เน ือ่งจากระบบมสีภาวะหยดุนิง่ ดังน้ันสำหรับจดุที่ 1 จะสามารถเขยีนเปน็สมการสมดลุแรงได้ ดังนี้

รปูท ี่ 3.4: โครงสร้างแบบโครงถัก 3 ชิ้น

∑
FH = 0 = −F1 cos30◦ +F3 cos60

◦ +F1,h∑
FV = 0 = −F1 sin30◦ −F3 sin60◦ +F1,v

(3.57)
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สำหรับจดุที่ 2

∑
FH = 0 = F2 −F1 cos30◦ +F2,h +H2∑
FV = 0 = F1 sin30

◦ +F2,v +V2

(3.58)

และจดุที่ 3

∑
FH = 0 = −F3 cos60◦ +F3,h∑
FV = 0 = F3 cos60

◦ +F3,v +V3

(3.59)

Fi,h คอืแรงภายนอกแนวนอนทีป่รับใช้กับจดุ i โดยทีแ่รงทีเ่ปน็บวกจะเปน็แรงทีม่ทีศิไปทางขวา และ Fi, คอื
แรงภายนอกแนวดิง่ท ีท่ ีก่ระทำกับจดุ i โดยทีแ่รงทีเ่ปน็บวกจะเปน็แรงทีม่ทีศิขึ้น ดังน้ันในปญัหานี้ แรงทีม่ทีศิลง
1000 N ณ จดุที่1 สอดคล้องกับ Fi, = −1000 จงแก้ระบบสมการเชงิเส้นของปญัหานี้ เพ ือ่คำนวณหาคา่แรงของ
สมาชกิในโครงถัก

9. รปู 3.5 แสดงภาชนะทรงประบอกจำนวน 3 ใบ เช ือ่มตอ่กันด้วยทอ่หลายทอ่ มกีารถา่ยเทสารเคมใีนทอ่เทา่กับ
อัตราไหลเชงิปรมิาตร Q (L/s) คณูด้วยความเข้มข้นของสาร c (mg/L) ในทอ่ เม ือ่สารเคมถีกูผสมเข้าด้วย
กันอยา่งดแีล้ว ความเข้มข้นในทอ่กจ็ะเทา่กันกับภายในภาชนะไปด้วย หากระบบดังกลา่วเปน็แบบภาวะคงที่
(steady-state) อัตราการถา่ยเทเข้าภาชนะกจ็ะเทา่กับอัตราการถา่ยเทออก จงต้ังสมการอนรัุกษม์วลของแตล่ะ
ภาชนะแล้วสร้างระบบสมการเชงิเส้นของท้ังสามภาชนะเพือ่คำนวณหาความเข้มข้นของสารในแตล่ะภาชนะ

รปูที่ 3.5: ภาชนะผสมสารเคมี 3 ใบทีเ่ช ือ่มตอ่กันด้วยระบบทอ่
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10. เกยีรป์ ัม๊ทำการหมนุเวยีนของไหลความหนดืสงู ทีอั่ตราการไหลเชงิปรมิาตรที่ Q1 = 100 mL/min ดังแสดงใน
รปูที่ 3.6 ทอ่ทกุเส้นทีใ่ช้ในระบบมคีวามยาวและขนาดเส้นผา่นศนูยก์ลางเทา่กัน จากการสมดลุมวลและสมดลุ
พลังงานทางกล จะทำให้สามารถคำนวณอัตราการไหลภายในทอ่ทกุเส้นได้จากระบบสมการเชงิเส้น

Q3 +2Q4 − 2Q2 = 0,

Q5 − 2Q6 − 2Q4 = 0,

Q1 −Q2 −Q3 = 0,

Q3 −Q4 −Q5 = 0

Q5 −Q6 −Q7 = 0

3Q7 − 2Q6 = 0

รปูที่ 3.6: ระบบการหมนุเวยีนของไหลความหนดืสงูด้วยเกยีรป์ ัม๊

จงหาคำตอบจากระบบสมการเชงิเส้นข้างต้น เพือ่หาอัตราการไหลโดยปรมิาตร

11. โครงสร้างถักถกูแรงกระทำดังรปูที่3.7 ให้ใช้ระบบสมการเชงิเส้นข้างลา่งนี้เพ ือ่หาแรงในอลีเีม้นต์ AB, BC, AD,

BD, CD, DE, CE, Ax, Ay และ Ey โดยวธิเีกาส–์ไซเดล

Ax +AD = 0,

Ay +AB = 0,

74+BC +
3
5
BD = 0,

−AB − 4
5
BD = 0,

−BC +
3
5
CE = 0,

−24−CD − 4
5
CE = 0

−AD +DE − 3
5
BD = 0

CD +
4
5
BD = 0

−DE − 3
5
CE = 0

Ey +
4
5
CE = 0
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รปูที่ 3.7: โครงสร้างถักทีม่แีรงกระทำ
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ในการทำงานวจัิยหรอืการทดลอง ข้อมลูทีเ่กบ็ได้สว่นมากจะอยูใ่นลักษณะทีเ่ปน็คา่ตัวเลขทีไ่มใ่ชส่มการ
ความสัมพันธต์อ่เน ือ่ง และเรามักจะต้องนำข้อมลูทีไ่ด้มาทำการสร้างให้เปน็สมการความสัมพันธร์ะหวา่งตัวแปรต้น
และตัวแปรตามทีก่ำลังศกึษาเพือ่หาแนวโน้มของข้อมลูจากความสัมพันธน้ั์น และใช้สมการทีไ่ด้เปน็ตัวแทนพฤตกิรรม
ของข้อมลู ในการหาความสัมพันธร์ะหวา่งข้อมลูน้ันสามารถทำได้ 2 วธิด้ีวยกัน คอื

วธิที ีห่นึง่ เปน็การฟติให้คา่ฟงักชั์นผา่นข้อมลูทกุจดุทีเ่กบ็มา โดยทัว่ไปแล้วฟงักชั์นทีน่ำมาฟติข้อมลูน้ัน มัก
จะเปน็ฟงักชั์นพหนุาม, ฟงักชั์นตรโีกณมติ ิ หรอื ฟงักชั์นเอก็ซโ์ปเนนเชยีล วธิกีารฟติแบบนี้เรยีกวา่คอลโลเคชัน (Col-

location) ดังแสดงในรปูที่ 4.1

หากฟติด้วยฟงักชั์นพหนุาม
f (x) = a0 + a1x + a2x

2 + · · ·+ an−1x
n−1 + anx

n (4.1)

โดยที่ ai (i = 0,1,2, . . . ,n) เปน็คา่สัมประสทิธ ิข์องฟงักชั์นทีไ่มร่ ู้คา่ ซึง่จะหาคา่ได้จากการกำหนดให้สมการนี้ผา่นจดุ
ของข้อมลู จำนวน n + 1 จดุ ในบางกรณข้ีอมลูทีไ่ด้มาไมส่ามารถฟติได้ด้วยสมการเพยีงสมการเดยีว ซึง่อาจจะต้อง
ทำการฟติข้อมลูเปน็ชว่ง ๆ โดยทีแ่ตล่ะชว่งอาจจะใช้ฟงักชั์นตา่งชนดิกันกไ็ด้

วธิที ีส่อง เปน็การฟติคา่เพือ่แสดงแนวโน้มของข้อมลู วธินี ี้ เหมาะสมกับข้อมลูทีม่จีำนวนมาก เกนิกวา่ทีจ่ะฟติ
ฟงักชั์นให้ผา่นทกุ ๆ จดุได้ หรอืกรณที ีข้่อมลูทีเ่กบ็มาได้มคีวามคลาดเคลือ่นจากการเกบ็ข้อมลูสงู การฟติด้วยวธินี ี้จะ
เปน็การฟติผา่นกล ุม่ข้อมลู ดังแสดงในรปูที่ 4.2 วธิฟีติแบบนี้จะเรยีกวา่การถดถอยแบบกำลังสองน้อยทีส่ดุ (Least–

squares regression)

การประมาณคา่ในชว่ง (Interpolation) เปน็การประมาณคา่ของข้อมลูทีต้่องการแตอ่ย ูใ่นชว่งระหวา่ง
ตัวแปรตัวทีเ่กบ็มาด้วยฟงักชั์นทีก่ำหนดขึ้น โดยทีจ่ะทำการฟติข้อมลูทีม่ด้ีวยวธิคีอลโลเคชันกอ่น แล้วจงึทำการ
คำนวณหาคา่ฟงักชั์นทีต้่องการในชว่งระหวา่งคา่ทีเ่กบ็มาจากฟงักชั์นทีฟ่ติไว้ การประมาณคา่นอกชว่งของการเกบ็ข้อ

81
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รปูที่ 4.1: การฟติข้อมลูด้วยสมการพหนุามลำดับข้ันตา่ง ๆ

มบูด้วยฟงักชั์นทีฟ่ติไว้ เรยีกวา่การประมาณคา่นอกชว่ง (Extrapolation)

4.1 การฟติด้วยคอลโลเคชันแบบพหนุาม (Collocation polynomial fit)

พจิารณาฟงักชั์นพหนุามลำดับข้ัน n ทีใ่ช้การฟติผา่นข้อมลู จำนวน n+1 จดุ

f (x) = y = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1 + anx
n (4.2)

โดยที่ x เปน็ตัวแปรต้น y เปน็ตัวแปรตาม และ ai เปน็สัมประสทิธ ิข์องฟงักชั์นทียั่งไมร่ ู้คา่ แสดงข้อมลูในรปูแบบของ
(xi , yi ) โดยที่ i = 0,1,2, . . . ,n จะได้วา่

yi = a0 + a1xi + a2x
2
i + . . .+ an−1x

n−1
i + anx

n
i ; i = 0,1,2, . . . ,n (4.3)

สมการ (4.3) จะเปน็รปูแบบของสมการพชีคณติ จำนวน n + 1 สมการ ซึง่จะสามารถเขยีนให้อย ูใ่นรปูของเมทรกิซไ์ด้
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รปูที่ 4.2: การฟติข้อมลูด้วยระเบยีบวธิถีดถอยแบบกำลังสองน้อยทีส่ดุ (Least–squares regression)

ดังสมการนี้
[B]a⃗ = y⃗ (4.4)

โดยที่ เมทรกิซข์องสัมประสทิธ ิ,์ [B] เรยีกวา่ เมทรกิซแ์วนเดอรม์อนเด (Vandermonde matrix)

[B] =



1 x0 x20 x30 · · · xn0

1 x1 x21 x31 · · · xn1

...
...

...
...

. . .
...

1 xn x2n x3n · · · xnn


(4.5)

a⃗ =



a0

a1

...

an



(4.6)
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และ

y⃗ =



y0

y1

...

yn



(4.7)

สมการ (4.4) สามารถคำนวณแล้วได้คำตอบเปน็คา่สัมประสทิธ ิข์องสมการพหนุาม (ai ) ทีใ่ช้ในการฟติข้อมลู อยา่งไร
กต็ามหากข้อมลูทีเ่กบ็ได้มคีวามซ้ำซ้อนกจ็ะทำให้สมการ (4.4) ไมม่คีำตอบ

ตัวอยา่ง 4.1. แรงดันไฟฟ้ากระแสสลับในวงจรไฟฟ้า แสดงเปน็สมการได้ ดังน้ี

e(t) = E sin
2πt
T
≡ 110sin100πt (E1)

โดยท่ี E = 110V และ T = 0.02s จงทำการประมาณค่าฟังก์ชันของแรงดันไฟฟ้าในช่วงเวลาคร่ึงคาบ ด้วย
ฟังก์ชัน Quadratic ท่ีผ่านจดุ t = 0, t = T /4 และ t = T /2

วิธีทำ

e0(t0 = 0) = 0

e1(t1 =
T
4
= 0.005) = 110

e2(t2 =
T
2
= 0.01) = 0

การประมาณค่าแรงดันไฟฟ้าด้วยฟังก์ชันควอดราติก (Quadratic)

y(x) = a0 + a1 + a2x
2

จะได้ว่า
[B]a⃗ = y⃗ (E2)



บทที่ 4. การฟติเส้นโค้ง (Curve fitting) 85

โดยท่ี

[B] =



1 x0 x20

1 x1 x21

1 x2 x22


=



1 0 0

1 0.005 25× 10−6

1 0.01 1× 10−4



a⃗ =



a0

a1

a2



y⃗ =



y0

y1

y2


=



0

110

0


ผลลัพธ์ของการประมาณแรงดันไฟฟ้าด้วยฟังก์ชัน Quadratic จะได้ a0 = 0, a1 = 4.4× 104, a2 = −4.4× 106

ดังน้ัน

e(t) = 4.4× 104t − 4.4× 106t2

4.2 การถดถอยแบบกำลังสองน้อยทีส่ดุ (Least squares regression)

ระเบยีบวธิถีดถอย (Regression) คอืการฟติเส้นโค้งผา่นข้อมลูให้ได้ใกล้เคยีงกับคา่ของข้อมลูมากทีส่ดุ การ
ทำการถดถอยทีน่ยิมใช้โดยทัว่ไปมดัีงนี้

1. Linear regression

2. Polynomial regression

3. Multiple variable regression

4. Nonlinear regression

5. General linear least squares
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4.2.1 การถดถอยเชงิเส้น (Linear regression)

เปน็วธิที ีง่า่ยทีส่ดุในการทำการถดถอย ด้วยการฟติเส้นตรงผา่นชดุข้อมลู (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) โดยที่
x เปน็คา่ของตัวแปรต้น และ y เปน็ตัวแปรตาม และสมการเส้นตรงสามารถแสดงได้ ดังนี้

y = a0 + a1x (4.8)

โดยที่ a0 และ a1 คอืคา่คงทีข่องสมการทีจ่ะต้องคำนวณ เนือ่งจากสมการเส้นตรงทีน่ำมาทำการฟติน้ันเปน็การ
ประมาณคา่ ดังน้ันจะเกดิคา่คลาดเคลือ่น (e) ขึ้นระหวา่งคา่ทีค่ำนวณได้จากสมการที่ (4.8) และข้อมลูจรงิ เพราะฉะน้ัน
คา่จรงิของข้อมลูจงึจะมคีา่เทา่กับ

y = a0 + a1x + e

หรอืคา่ความคลาดเคลือ่นของของข้อมลูในแตล่ะจดุจะมคีา่เทา่กับ

ei = yi − a0 − a1xi (4.9)

ในการเลอืกฟติเส้นตรงผา่นชดุข้อมลูทีเ่หมาะสมน้ันต้องการให้ความคลาดเคลือ่นของข้อมลูทีไ่ด้จากความสัมพันธข์อง
สมการมคีา่น้อยทีส่ดุ ซึง่สามารถทำได้ 3 วธิ ี คอื

การทำให้ผลรวมของความคลาดเคลือ่นน้อยทีส่ดุ (Minimize the sum of residual errors) วธินี ี้จะเปน็การฟติ
เส้นตรงผา่นกล ุม่ของข้อมลูโดยเลอืกฟงักชั์นทีใ่ห้ผลรวมของคา่ความคลาดเคลือ่นระหวา่งข้อมลูทีค่ำนวณได้
จากฟงักชั์น และข้อมลูจรงิมคีา่น้อยทีส่ดุซึง่สามารถแสดงเปน็สมการคณติศาสตรไ์ด้ดังนี้

S =
n∑
i=1

e =
n∑
i=1

(yi − a0 − a1xi )

วธินี ี้มข้ีอเสยีกค็อืมโีอกาสทีจ่ะได้คา่ฟงักชั์นทีไ่มส่อดคล้องกับลักษณะของข้อมลูแตใ่ห้คา่ผลรวมของความคลาด
เคลือ่นของข้อมลูตำ่ทีส่ดุเชน่กัน ดังรปูที่ 4.3 ทีแ่สดงให้เหน็คำตอบของฟงักชั์นทีส่อดคล้องกับเง ือ่นไขผลรวม
ของความคลาดเคลือ่นน้อยทีส่ดุสองฟงักชั์น แตฟ่งักชั์นของเส้นตรงทีเ่ปน็เส้นประเปน็เส้นของฟงักชั์นทีไ่ม ่
เหมาะสมกับลักษณะของข้อมลู

ระเบยีบวธิลีดผลรวมของคา่สัมบรูณข์องความคลาดเคลือ่น (Minimize the sum of absolute residual errors)

วธินี ี้ เปน็การเลอืกฟงักชั์นเส้นตรงโดยกำหนดเง ือ่นไขให้เส้นตรงน้ันมผีลรวมของคา่สัมบรูณข์องความคลาด
เคลือ่นน้อยทีส่ดุ

S =
n∑
i=1

|e| =
n∑
i=1

|yi − a0 − a1xi | (4.10)
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รปูที่ 4.3: การฟติเส้นตรงผา่นชดุข้อมลูโดยการทำให้ผลรวมของความคลาดเคลือ่นน้อยทีส่ดุแล้วให้คำตอบของ
ฟงักชั์นมากกวา่หนึง่คำตอบ และเปน็ฟงักชั์นทีไ่มเ่หมาะสมกับลักษณะของข้อมลู

วธินี ี้จะแก้ปญัหาทีเ่กดิจากวธิผีลรวมของคา่สัมบรูณข์องความคลาดเคลือ่นน้อยทีส่ดุได้ แตห่ากข้อมลูมลัีกษณะ
ดังรปู 4.4 กจ็ะเกดิฟงักชั์นทีใ่ห้ผลรวมของคา่สัมบรูณข์องความคลาดเคลือ่นได้สองฟงักชั์น โดยทีท้ั่งสองฟงักชั์น
ไมใ่ชฟ่งักชั์นทีเ่หมาะสม

รปูที่ 4.4: การฟติเส้นตรงผา่นชดุข้อมลูโดยให้ผลรวมคา่สัมบรูณข์องความคลาดเคลือ่นน้อยทีส่ดุ ท ีม่โีอกาสได้ฟงักชั์น
ทีไ่มเ่หมาสมกับความสัมพันธข์องข้อมลู

ระเบยีบวธิลีดระยะหา่งทีม่ากทีส่ดุ (Minimize the maximum distance or least squares method) วธินี ี้
เปน็วธิที ีน่ยิมใช้มากทีส่ดุ โดยจะกำหนดเง ือ่นไขให้ฟงักชั์นทีเ่หมาะสมเปน็ฟงักชั์นทีม่คีา่ระยะหา่งระหวา่งคา่ที่
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คำนวณได้และคา่ข้อมลูจรงิท ีม่ากทีส่ดุ มคีา่น้อยทีส่ดุ ฟงักชั์นทีไ่ด้จะมลัีกษณะดังรปูที่ 4.5

S =
n∑
i=1

e2i =
n∑
i=1

(yi − a0 − a1xi )2 (4.11)

รปูที่ 4.5: การฟติเส้นตรงผา่นชดุข้อมลูโดยการทำให้ระยะหา่งทีม่ากทีส่ดุน้อยทีส่ดุ

ฟงักชั์นทีม่ลัีกษณะดังกลา่วข้างต้นจะสามารถคำนวณได้ โดยจะทำการคำนวณหาคา่คงที่ a0 และ a1 ทีใ่ห้คา่ S

มคีา่น้อยทีส่ดุ ซึง่ทำได้ด้วยการหาอนพัุนธข์อง S เม ือ่เทยีบกับ a0 และ a1 แล้วกำหนดให้มคีา่เทา่กับศนูย์

∂S
∂a0

= −2
n∑
i=1

(yi − a0 − a1xi ) (4.12)

∂S
∂a1

= −2
n∑
i=1

(yi − a0 − a1xi ) (4.13)

จัดสมการ (4.12) และ (4.13) ใหมจ่ะได้

n∑
i=1

yi −
n∑
i=1

a0 − a1
n∑
i=1

xi = 0 (4.14)

n∑
i=1

xiyi − a0
n∑
i=1

xi − a1
n∑
i=1

x2i = 0 (4.15)

เน ือ่งจาก ∑n
i=1 a0 = na0 ดังน้ัน

a0(n) + a1

 n∑
i=1

xi

 = n∑
i=1

yi (4.16)
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a0

 n∑
i=1

xi

+ a1

 n∑
i=1

x2i

 = n∑
i=1

xiyi (4.17)

โดยใช้กฎของเครเมอร์ (Cramer’s rule) เราจะสามารถหาคา่ของ a0 และ a1 ได้ดังนี้

a0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑n

i=1 yi
∑n

i=1 xi

∑n
i=1 xiyi

∑n
i=1 x

2
i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

∑n
i=1 yi

∑n
i=1 xi

∑n
i=1 x

2
i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∑n
i=1 yi

∑n
i=1 x

2
i −

∑n
i=1 xi

∑n
i=1 xiyi

n
∑n

i=1 x
2
i −

(∑n
i=1 xi

)2 (4.18)

a1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

∑n
i=1 yi

∑n
i=1 xiyi

∑n
i=1 xiyi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

∑n
i=1 xi

∑n
i=1 xi

∑n
i=1 x

2
i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
n
∑n

i=1 xiyi −
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 yi

n
∑n

i=1 x
2
i −

(∑n
i=1 xi

)2 (4.19)

หรอื

a1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

∑n
i=1 yi

∑n
i=1 xiyi

∑n
i=1 xiyi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

∑n
i=1 xi

∑n
i=1 xi

∑n
i=1 x

2
i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
n
∑n

i=1 xiyi −
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 yi

n
∑n

i=1 x
2
i −

(∑n
i=1 xi

)2 (4.20)

a0 = ȳ − a1x̄ (4.21)

ความถกูต้องของการถดถอยเชงิเส้น

การคำนวณคา่ความถกูต้องของการถดถอยเชงิเส้น จากวธิกีำลังสองน้อยทีส่ดุสามารถทำได้โดย

1. คำนวณผลรวมของกำลังสองของคา่ความแตกตา่งของข้อมลูจรงิ กับคา่เฉลีย่

S0 =
n∑
i=1

(yi − ȳ)2 (4.22)
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โดยที่ ȳ เปน็คา่เฉลีย่ของข้อมลู yi

ȳ =
1
n

n∑
i=1

yi (4.23)

2. คำนวณคา่ผลรวมของความแตกตา่งของข้อมลูจรงิกับข้อมลูทีไ่ด้จากการคำนวณ, S

S =
n∑
i=1

(yi − a0 − a1xi )2 (4.24)

โดยที่ a0 และ a1 ได้จากสมการ (4.18) และ สมการ (4.19) ตามลำดับ

ผลตา่งทีเ่กดิขึ้นระหวา่ง S0 และ S บอกถงึความถกูต้องของระเบยีบวธิถีดถอยเชงิเส้น และคา่ความแตกตา่งระหวา่งคา่
S0 และ S นี้ เม ือ่นำมาทำการ Normalized จะได้วา่

r2 =
(
S0 − S
S0

)
(4.25)

โดยทีค่า่ r คอืคา่สัมประสทิธ ิส์หสัมพันธ์ (Correlation coefficient) หากข้อมลูทีเ่กบ็มา มลัีกษณะเปน็เส้นตรงคา่ S ที่
คำนวณจาก (4.18) จะมคีา่เปน็ 0 และคา่ r จะมคีา่เทา่กับ 1 แตห่ากการทำการถดถอย ด้วยเส้นตรงไมไ่ด้นำเสนอถงึ
ลักษณะข้อมลู S ทีไ่ด้จะมคีา่ใกล้เคยีงกับคา่ S0 ซึง่จะมผีลทำให้คา่ r มคีา่เข้าใกล้ 0 ดังน้ัน คา่สัมประสทิธ ิส์หสัมพันธ์
ของการทำถดถอยเชงิเส้นจะมคีา่ r จะมคีา่ระหวา่ง 0 ถงึ 1 อยา่งไรกต็ามหลังจากทำการถดถอยแล้ว ควรจะมกีาร
พลอ็ตกราฟของสมการถดถอยเทยีบกับข้อมลูจรงิเสมอเพือ่ดผูลของการฟติเส้นโค้งวา่เปน็อยา่งไร

รปูที่ 4.6: เปรยีบเทยีบระหวา่งการฟติด้วยวธิคีอลโลเคชัน และระเบยีบวธิถีดถอยเชงิเส้น
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ตัวอยา่ง 4.2. ให้ใช้ระเบียบวิธีถดถอยเชิงเส้นในการฟติข้อมลูต่อไปน้ี

i 1 2 3 4 5

xi 1 2 3 4 5

yi 0.7 2.2 2.8 4.4 4.9

วิธีทำ จากโจทย์กำหนด ข้างต้น จะได้ว่า
n = 5

n∑
i=1

xi = 15

n∑
i=1

yi = 15.0

n∑
i=1

x2i = 1+4+9+16+25 = 55,

n∑
i=1

xiyi = 0.7+4.4+8.4+17.6+24.5 = 55.6

จากสมการ (4.18) และ (4.19) จะได้ว่า

a0 =
15(55)− 15(55.6)
5(55)− (15)2

= −0.18

และ
a1 =

5(55.6)− 15(15)
5(55)− (15)2

= 1.06

ดังน้ัน สมการท่ีได้จากการถดถอย คือ
y(x) = −0.18+1.06x

คำนวณหาความแม่นยำของการถดถอย
ȳ =

1
n

n∑
i=1

yi = 3.0;

S0 =
n∑
i=1

(yi − ȳ)2 = 11.54;
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S =
n∑
i=1

(yi − a0 − a1xi )2 = 0.304;

r =
(
S0 − S
S0

) 1
2

= 0.9867

Pseudocode 14 Linear regression
1: function LINEARREGRESSION(x,y,n,a1, a0, sy/x, r2)
2: sumx = 0, sumxy = 0
3: sumy = 0, sumx2 = 0
4: st = 0, sr = 0
5: for i = 1,n do
6: sumx = sumx + xi
7: sumy = sumy + yi
8: sumxy = sumxy + xi ∗ yi
9: sumx2 = sumx2+ xi ∗ xi

10: end for
11: xm = sumx/n
12: ym = sumy/n
13: a1 = (n ∗ sumxy − sumx ∗ sumy)/(n ∗ sumx2− sumx ∗ sumx)
14: a0 = ym− a1 ∗ xm
15: for i=1,n do
16: st = st + (yi − ym)2

17: sr = sr + (yi − a1 ∗ xi − a0)2
18: end for
19: sy/x =

√
sr/(n− 2)

20: r2 = (st − sr)/st
21: end function

4.2.2 การถดถอยพหนุาม (Polynomial regression)

การทำการถดถอยเชงิเส้นเปน็การนำเสนอแนวโน้มของข้อมลูด้วยลักษณะของเส้นตรง แตโ่ดยทัว่ไปแล้ว
ข้อมลูในด้านวศิวกรรมมักจะมลัีกษณะของความสัมพันธท์ ีไ่มเ่ปน็เส้นตรง (Nonlinear) ดังน้ันการทำการถดถอยด้วย
เส้นตรงจงึไมเ่หมาะสม ดังแสดงในรปูที่ 4.7 ในกรณเีชน่นี้ เราสามารถใช้ระเบยีบวธิทีำการถดถอยพหนุามในการฟติ
ข้อมลู โดยอาศัยความสัมพันธข์องสมการพหนุามอันดับที่m ดังตอ่ไปนี้

y = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ amx

m (4.26)

ถ้าข้อมลูมี จำนวน n จดุ (xi , yi ) โดยที่ i = 1,2, . . . ,n คา่ความคลาดเคลือ่นของข้อมลูแตล่ะจดุทีไ่ด้จากการ
ทำการถดถอยพหนุามสามารถแสดงได้ดังนี้

ei = yi − a0 − a1xi − a2x2i − · · · − amx
m
i (4.27)



บทที่ 4. การฟติเส้นโค้ง (Curve fitting) 93

รปูที่ 4.7: ลักษณะของการฟติความสัมพันธแ์บบเส้นตรงบนข้อมลูทีม่แีนวโน้มเปน็เส้นโค้ง

และผลรวมของความคลาดเคลือ่นยกกำลังสอง คอื

S =
n∑
i=1

e2i =
n∑
i=1

(yi − a0 − a1xi − a2x2i − · · · − amx
m
i )

2 (4.28)

หากการทำฟติด้วยวธิกีำลังสองน้อยทีส่ดุ (Least squares) เราจะทำการคำนวณคา่สัมประสทิธ ิข์อง a0, a1, . . . , am ที่
ทำให้ได้คา่ S มคีา่น้อยทีส่ดุด้วยการคำนวณหาอนพัุนธข์อง S เทยีบกับคา่สัมประสทิธ ิท์กุตัวแล้วกำหนดให้เทา่กับศนูย์

∂S
∂a0

= −2
n∑
i=1

(yi − a0 − a1xi − a2x2i − · · · − amx
m
i )

2 = 0;

∂S
∂a1

= −2
n∑
i=1

xi (yi − a0 − a1xi − a2x2i − · · · − amx
m
i )

2 = 0;

...
...

∂S
∂am

= −2
n∑
i=1

xmi (yi − a0 − a1xi − a2x
2
i − · · · − amx

m
i )

2 = 0

(4.29)

จัดสมการ (4.29) ใหมไ่ด้ดังนี้

a0(n) + a1

 n∑
i=1

xi

+ a2

 n∑
i=1

x2i

+ · · ·+ am

 n∑
i=1

xmi

 = n∑
i=1

yi

a0

 n∑
i=1

xi

+ a1

 n∑
i=1

x2i

+ a2

 n∑
i=1

x3i

+ · · ·+ am

 n∑
i=1

xm+1
i

 = n∑
i=1

xiyi

...

a0

 n∑
i=1

xmi

+ a1

 n∑
i=1

xm+1
i

+ a2

 n∑
i=1

xm+2
i

+ · · ·+ am

 n∑
i=1

x2mi

 = n∑
i=1

xmi yi

(4.30)
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คา่สัมประสทิธ ิ์ a0, a1, . . . , am สามารถคำนวณได้จากสมการ (4.30) ด้วยระเบยีบวธิเีชงิตัวเลขของระบบสมการเชงิเส้น
ทีไ่ด้กลา่วไปในบทกอ่นหน้านี้แล้ว

ตัวอยา่ง 4.3. ความเร็วของของไหลในช้ันขอบเขต (Boundary layer) ท่ีเกิดจากการพาความร้อนแบบอิสระ
(Free convection) บนแผ่นเรียบแนวต้ัง สามารถแสดงได้ดังน้ี

i 1 2 3 4 5 6

xi (thickness) 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

yi (velocity) 0.00 1.05 0.85 0.35 0.10 1.00

ให้ฟติข้อมลูข้างต้นน้ีด้วยฟังก์ชันพหนุามลำดับข้ัน 2

วิธีทำ
m = 2,n = 6,

n∑
i=1

xi = 3.0,
n∑
i=1

yi = 3.35

n∑
i=1

x2i = 2.20,
n∑
i=1

x3i = 1.80,
n∑
i=1

x4i = 1.5664

n∑
i=1

xiyi = 1.84,
n∑
i=1

x2i yi = 1.368

6.0a0 +3.0a1 +2.2a2 = 3.35 (4.31)

3.0a0 +2.2a1 +1.8a2 = 1.84 (4.32)

2.2a0 +1.8a1 +1.5664a2 = 1.368 (4.33)

จากระบบสมการเชิงเส้นข้างต้น คำนวณหาค่าสัมประสิทธ์ิ a0, a1, และ a2 จะได้คำตอบดังน้ี

a0 = 0.383927, a1 = 0.659830,และ a2 = −0.424115

สมการพหนุามลำดับข้ัน 2 ท่ีใช้ในการฟติชดุข้อมลูของตัวอย่างน้ีคือ

y(x) = 0.383927+0.659830x − 0.424115x2
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Pseudocode 15 Coefficient matrix generate for polynomial regression
1: function COEFMATRIX(x,y,n,order )
2: for i = 1, order +1 do
3: for j = 1, i do
4: k = i + j − 2
5: sum = 0
6: for l = 1,n do
7: sum = sum + xkl
8: end for
9: ai,j = sum

10: aj,i = sum
11: end for
12: sum = 0
13: for l = 1,n do
14: sum = sum + yl ∗ xi−1l
15: end for
16: ai,order+2 = sum
17: end for
18: end function

โดยทัว่ไปแล้วอันดับของพหนุามทีต่ำ่จะให้ผลการฟติทีด่กีวา่พหนุามอันดับสงู หากลำดับข้ันของพหนุาม
มากกวา่ 4 หรอื 5 จะทำให้การฟติของข้อมลูไมเ่หมาะสม และความคลาดเคลือ่นจากการปดัเศษจะทำให้ความถกูต้อง
ของการทำการถดถอยลดลง การคำนวณความถกูต้องของการทำการถดถอยพหนุามสามารถคำนวณได้โดยใช้วธิเีดยีว
กับการคำนวณความถกูต้องของระเบยีบวธิถีดถอยเชงิเส้น

4.2.3 การถดถอยไมเ่ปน็เชงิเส้น (Nonlinear Regression)

การทำการถดถอยแบบกำลังสองน้อยทีส่ดุน้ัน ไมไ่ด้จำกัดอย ูแ่ตเ่พยีงการทำแบบเชงิเส้น หรอื แบบพหนุาม
เทา่น้ัน ในบางคร้ังเราอาจจะเลอืกฟงักชั์นทีไ่มเ่ปน็เชงิเส้นอืน่ ๆ มาทำการถดถอยได้ด้วย เชน่

y = a1 sin(ωx) + a2 cos(ωx) (4.34)

โดยที่ω คอืคา่คงทีข่องความถี่ a1 และ a2 คอืคา่คงที่ ๆ ต้องคำนวณ หากข้อมลูทีม่คีอื (xi , yi ) โดยที่ i = 1,2, . . . ,n ผล
รวมของความคลาดเคลือ่นยกกำลังสอง คอื

S =
n∑
i=1

(yi − a1 sin(ωxi )− a2 cos(ωxi ))
2 (4.35)

หากทำการคำนวณคา่อนพัุนธข์อง S เทยีบกับ a1 และ a2 แล้ว กำหนดให้มคีา่เทา่กับศนูย์ จะได้คา่

∂S
∂a1

= −2ω
n∑
i=1

(yi − a1 sin(ωxi )− a2 cos(ωxi ))cos(ωxi ) = 0 (4.36)
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และ
∂S
∂a2

= −2ω
n∑
i=1

(yi − a1 sin(ωxi )− a2 cos(ωxi ))sin(ωxi ) = 0 (4.37)

จัดรปูของสมการ (4.36) และ (4.37) ใหมจ่ะได้


∑n

i=1(sinωxi cosωxi )
∑n

i=1(cos
2ωxi )

∑n
i=1(sin

2ωxi )
∑n

i=1(sinωxi cosωxi )



a1

a2


=


∑n

i=1(yi cosωxi )

∑n
i=1(yi sinωxi )

 (4.38)

คา่สัมประสทิธ ิ์ a0 และ a1 ของสมการการถดถอย สามารถคำนวณได้จาก (4.38)

อกีตัวอยา่งหนึง่ของการทำการถดถอยด้วยวธิไีมเ่ปน็เชงิเส้นนัน่กค็อืฟงักชั์นเอก็โพเนนเชยีล

y = aebx (4.39)

โดยที่ a และ b เปน็สัมประสทิธ ิข์องฟงักชั์นทีต้่องคำนวณหา หากข้อมลูทีม่คีอื (xi , yi ) โดยที่ i = 1,2, . . . ,n คา่ผลรวม
ของความคลาดเคลือ่นยกกำลังสอง คอื

S =
n∑
i=1

(yi − aebxi )2 (4.40)

คา่ S น้อยทีส่ดุกส็ามารถคำนวณได้จาก

∂S
∂a

= −2
n∑
i=1

(yi − aebxi )ebxi = 0 (4.41)

และ
∂S
∂b

= −2
n∑
i=1

(yi − aebxi )xiebxi = 0 (4.42)

เขยีน (4.41) และ (4.42) ใหมจ่ะได้
a

n∑
i=1

e2bxi =
n∑
i=1

yie
bxi (4.43)

และ
a

n∑
i=1

xie
2bxi =

n∑
i=1

xiyie
bxi (4.44)

คา่สัมประสทิธ ิ์ a และ b สามารถคำนวณโดยใช้ระเบยีบวธินีวิตัน–ราฟสัน ทีอ่ย ูใ่นหัวข้อระบบสมการทีไ่ม ่
เปน็เชงิเส้น (System of nonlinear equations) ได้
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4.2.4 การทำให้เปน็เชงิเส้น (Linearization)

สำหรับสมการทีไ่มเ่ปน็เชงิเส้นสามารถแปลงให้เปน็สมการเชงิเส้นได้โดยใช้วธิกีารแปลงรปูฟงักชั์นกอ่น จาก
น้ันจงึสามารถใช้การทำถดถอยเชงิเส้นมาฟติ เน ือ่งจากการฟติตัวฟงักชั์นเชงิเส้นน้ันจะงา่ยและเรว็กวา่การฟติด้วย
ฟงักชั์นทีไ่มเ่ปน็เชงิเส้นมาก เชน่

y = aebx (4.45)

สมการนี้สามารถแปลงให้เปน็สมการเชงิเส้นโดยเทคลอ็กการทิมึท้ังสองข้าง

lny = lna+ bx lne = lna+ bx (4.46)

หากเรานยิามตัวแปร Y = lny เราสามารถใช้การถดถอยเชงิเส้นในการคำนวณคา่สัมประสทิธ ิ์ ของสมการข้างต้นได้
ดังนี้

Y = a0 + a1x (4.47)

โดยที่ a0 = lna และ a1 = b เปน็ สัมประสทิธ ิค์า่ใหม ่ ท ีส่ามารถคำนวณหาคา่สัมประสทิธ ิข์องความสัมพันธไ์ด้ด้วยวธิ ี
ถดถอยเชงิเส้น ตัวอยา่งสมการทีไ่มเ่ปน็เชงิเส้นทีส่ามารถแปลงให้เปน็สมการเชงิเส้นได้ แสดงไว้ดังตารางที่ 4.1

ตารางที่ 4.1: รปูสมการไมเ่ปน็เชงิเส้น ทีส่ามารถเปลีย่นให้เปน็รปูเชงิเส้นได้
Original Relation Transformation and Linear Relation,

ȳ = cx̄ + d

1. y = axb lny = lna+ b lnx

ȳ = lny, x̄ = lnx,c = b,d = lna

2. y = aebx lny = lna+ bx

ȳ = lny, x̄ = x,c = b,d = lna

3. y = ax
b+x

1
y = b+x

ax

ȳ = 1
y , x̄ = 1

x , c =
b
a ,d = 1

a

4. y = a
b+x

1
y = b+x

a

ȳ = 1
y , x̄ = x,c = 1

a ,d = b
a

5. y = a0x
a1
1 xa22 . . .xann lny = lna0 + a1 lnx1 + · · ·+ an lnxn

ȳ = c0 + c1x̄1 + c2x̄2 + · · ·+ cnx̄n

ȳ = lny,c0 = lna0, ci = ai , x̄i = lnxi , i = 1,2, . . . ,n
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ตัวอยา่ง 4.4. ขนาดการส่ันสะเทือนของเคร่ืองจักร xi ท่ีวัดค่าไว้ ณ เวลา ti มีผลแสดงดังตาราง

i 1 2 3 4

ti (sec) 0 2 4 6

xi (mm) 5.0 3.7 2.7 2.0

ให้ฟติเส้นโค้งด้วย
x(t) = ae−bt (E1)

วิธีทำ โดยการเทคล็อกการิทึม สมการ (E1) เราจะได้สมการเชิงเส้น

lnx = lna− bt (E2)

หากเรานิยาม y = lnx, c = lna, d = −b เราสามารถเขียนสมการ (E2) ใหม่ได้ว่า

y = c + dt (E3)

และค่า S สามารถคำนวณได้จาก
S =

n∑
i=1

(yi − c − dti )2 (E4)

โดยท่ี n เปน็จำนวนของข้อมลู ดังน้ันค่าต่ำสดุของ S จะคำนวณได้จาก

nc + d

 n∑
i=1

ti

 = n∑
i=1

yi (E5)

และ
c

 n∑
i=1

ti

+ d

 n∑
i=1

t2i

 = n∑
i=1

tiyi (E6)

ในกรณีน้ี n = 4 และสมการ (E5) และ (E6) จะอย ู่ในรปูของ

4c +12d = 4.6040 (E7)

12c +56d = 10.7480 (E8)
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และค่าสัมประสิทธ์ิ คือ c = 0.6914 และ d = 0.1532 ซ่ึงจะทำให้ได้ค่า a = ec = 1.9965 และ b = 0.532 ดังน้ัน
สมการถดถอยของตัวอย่างน้ีคือ

x(t) = 1.9965e−0.1532t mm. (E9)

4.2.5 การถดถอยหลายตัวแปร (Multiple variables regression)

ในหลายกรณี ข้อมลูทีเ่ราต้องการวเิคราะหน้ั์นขึ้นอย ูกั่บตัวแปรต้นมากกวา่หนึง่ตัว เชน่ ความดันของกา๊ซขึ้น
อย ูกั่บปรมิาตรและอณุหภมู ิ ดังน้ันหากข้อมลูทีเ่กบ็มาจากการทดลอง y เปน็ตัวแปรทีข่ึ้นอย ูกั่บตัวแปร x1, x2, …, xn

และเราต้องการหาความสัมพันธข์อง
y = y(x1,x2, . . . ,xm) (4.48)

เราสามารถใช้ระเบยีบวธิขีองฟงักชั์นตัวแปรเดยีวมาประยกุตใ์ช้กับหลายตัวแปรได้ และสว่นมากแล้วความสัมพันธเ์ชงิ
เส้นจะถกูนำมาใช้เน ือ่งจากงา่ยตอ่การคำนวณ ดังแสดงในสมการ (4.49)

y = a0 + a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm (4.49)

คา่สัมประสทิธ ิ์ a0, a1, a2, …, am เปน็คา่ทีจ่ะต้องคำนวณเพือ่กำหนดความสัมพันธข์องชดุข้อมลู และคา่ผลรวมของ
ความคลาดเคลือ่นยกกำลังสองคอื

S =
n∑
i=1

(yi − a0 − a1x1,i −a2x2,i − . . .− amxm,i )2 (4.50)

ในการทำให้คา่ S มคีา่น้อยทีส่ดุ จะต้องหาคา่อนพัุนธข์อง S เทยีบกับตัวแปร a0, a1, a2, …, am แล้วให้
เทา่กับศนูย์ ซึง่จะได้ระบบสมการพชีคณติเชงิเส้นดังนี้



n
∑
x1,i

∑
x2,i . . .

∑
xm,i

∑
x1,i

∑
x21,i

∑
x1,ix2,i . . .

∑
x1,ixm,i

∑
x2,i

∑
x1,ix2,i

∑
x22,i . . .

∑
x2,ixm,i

...
...

...
. . .

∑
xm,i

∑
x1,ixm,i

∑
x2,ixm,i . . .

∑
x2m,i





a0

a1

a2

...

am



=



∑
yi

∑
x1,iyi

∑
x2,iyi

...

∑
xm,iyi



(4.51)

คา่ความถกูต้องของการถดถอยหลายตัวแปร (Multiple linear regression) นี้กส็ามารถคำนวณได้จาก
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สัมประสทิธ ิส์หสัมพันธ์ เชน่เดยีวกับการทำการถดถอยแบบตัวแปรเดยีว

ตัวอยา่ง 4.5. ข้อมลูการทดลอง yi ท่ีข้ึนอย ู่กับตัวแปร 2 ตัว คือ x1i , และ x2i

i 1 2 3 4 5 6

x1i 10 10 20 50 60 60

x2i 5 45 25 25 5 45

yi 50 40 36 32 32 19

ให้ใช้การถดถอยเชิงเส้นในการหาความสัมพันธ์ของชดุข้อมลูน้ี

วิธีทำ
จากความสัมพันธ์เชิงเส้นของตัวแปรจะได้ว่า

y = a0 + a1x1 + a2x2 (E1)

และผลรวมของความคลาดเคล่ือนยกกำลังสอง คือ

S =
n∑
i=1

(yi − a0 − a1x1i − a2x2i )2 (E2)

ดังน้ันอนพัุนธ์ของ S เม่ือเทียบกับ a0 ถึง a2 คือ

∂S
∂a0

= −2
n∑
i=1

(yi − a0 − a1x1i − a2x2i ) = 0; (E3)

∂S
∂a1

= −2
n∑
i=1

x1i (yi − a0 − a1x1i − a2x2i ) = 0; (E4)

∂S
∂a2

= −2
n∑
i=1

x2i (yi − a0 − a1x1i − a2x2i ) = 0; (E5)
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จัดรปูสมการใหม่จะได้ว่า
na0 + a1

 n∑
i=1

x1i

+ a2

 n∑
i=1

x2i

 = n∑
i=1

yi , (E6)

a0

 n∑
i=1

x1i

+ a1

 n∑
i=1

x21i

+ a2

 n∑
i=1

x1ix2i

 = n∑
i=1

yix1i , (E7)

a0

 n∑
i=1

x2i

+ a1

 n∑
i=1

x1ix2i

+ a2

 n∑
i=1

x22i

 = n∑
i=1

yix2i , (E8)

จากข้อมลูในสมการ (E6) - สมการ (E8)จะได้ว่า

6a0 +210a1 +150a2 = 209; (E9)

210a0 +10300a1 +5250a2 = 6280; (E10)

150a0 +5250a1 +5350a2 = 4765. (E11)

คำตอบของสมการ (E9) - สมการ (E11) คือ a0 = 52.300507, a1 = 0.350848, a2 = 0.287500 ซ่ึงจะทำให้
ได้สมการของความสัมพันธ์คือ

y(x1,x2) = 52.30057− 0.350848(x1)− 0.287500(x2)

Pseudocode 16 Coefficient matrix generate for multiple regression
1: function COEFMATRIX(x,n,order )
2: for i = 1, order +1 do
3: for j = 1, i do
4: sum = 0
5: for l = 1,n do
6: sum = sum + xi−1,l ∗ xj−1,l
7: end for
8: ai,j = sum
9: aj,i = sum

10: end for
11: sum = 0
12: for l = 1,n do
13: sum = sum + xi−1,l
14: end for
15: ai,order+2 = sum
16: end for
17: end function
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4.3 การประมาณคา่ในชว่ง (Interpolation)

เปน็วธิปีระมาณคา่ระหวา่งชว่งข้อมลูทีเ่กบ็มาโดยใช้ฟงักชั์นจากวธิคีอลโลเคชันซึง่จะเรยีกได้อกีช ือ่วา่
ฟงักชั์นประมาณคา่ (Interpolation function) เราสามารถใช้ฟงักชั์นพหนุาม, Spline หรอือนกุรมฟรูเิยรม์าทำฟงักชั์น
ประมาณคา่ได้ แตฟ่งักชั์นพหนุามเปน็ฟงักชั์นทีใ่ช้บอ่ยทีส่ดุ

4.3.1 การประมาณคา่ในชว่งเชงิเส้น (Linear Interpolation)

หากมข้ีอมลูเพยีงแคส่องจดุ x0,f (x0) และ x1,f (x1) จดุท้ังสองนี้สามารถเช ือ่มโดยเส้นตรงในการทำการ
ประมาณคา่ (Interpolation) เรยีกวา่การประมาณคา่ในชว่งเชงิเส้น ดังแสดงในรปู 4.8 สมการประมาณคา่ในชว่งเชงิ
เส้นสามารถคำนวณได้จากสามเหลีย่มคล้าย ADE และ ABC จะได้วา่

รปูที่ 4.8: การทำการประมาณในชว่งเชงิเส้น

DE
AE

=
BC
AC

, or f1(x)− f (x0)
x − x0

=
f (x1)− f (x0)

x1 − x0
(4.52)

โดยที่ f1(x) คอื สมการพหนุามทีใ่ช้ในการทำการประมาณคา่ (Interpolation) ตัวห้อย 1 แสดงถงึอันดับของสมการพหุ
นาม สมการ (4.52) สามารถเขยีนใหมไ่ด้วา่

f1(x) = f (x0) +
{
f (x1)− f (x0)

x1 − x0

}
(x − x0) (4.53)

และ
f1(x) = a0 + a1(x − x0) (4.54)
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โดยที่ a0 และ a1 คอืคา่สัมประสทิธ ิข์องสมการพหนุาม และ a1 คอื การประมาณคา่อนพัุนธอั์นดับหนึง่ของสมการด้วย
วธิผีลตา่งแบบจำกัด (Finite difference)

a0 = f (x0), a1 =
f (x1)− f (x0)

x1 − x0
(4.55)

ตัวอยา่ง 4.6. จงทำการประมาณค่าในช่วงเชิงเส้น (Linear interpotaiton) ของฟังก์ชัน e0.5x โดยให้ค่า x0 = 0

และ x1 = 2 ในการประมาณค่าท่ี x = 1

วิธีทำ

ค่าของฟังก์ชัน f (x0) = f (0) = 1.0 และ f (x1) = f (2) = 2.718282

ดังน้ัน
f1(x) = a0 + a1(x − x0) (E1)

โดยท่ี a0 = f (x0) = 1.0 และ

a1 =
f (x1)− f (x0)

x1 − x0
=
2.718282− 1.0

2.0− 0.0
= 0.859141

แทนค่าสัมประสิทธ์ิท่ีได้ลงในสมการ (E1) จะสามารถเขียนได้ว่า

f1(x) = a0 +0.859141(x − x0) (E2)

ใช้สมการประมาณค่าในช่วง (Interpolation) ในการประมาณค่าท่ี x = 1.0 ได้

f1(1) = 1.0+0.859141(1) = 1.859141

เม่ือเปรียบเทียบกับค่าจริง f (1) = 1.648721 จะเห็นว่าการประมาณค่าในช่วงเชิงเส้นมีความคลาดเคล่ือนอย ู่
12.76262%

4.3.2 การประมาณคา่ในชว่งควอดราตกิ (Quadratic interpolation)

ถ้าเรามข้ีอมลูของค ูอั่นดับสามชดุ เชน่ x0, f (x0), x1, f (x1) และ x2, f (x2) เราสามารถใช้สมการพหนุาม
อันดับทีส่อง หรอืสมการควอดราตกิ (Quadratic) มาฟติ ดังแสดงในรปู 4.9
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รปูที่ 4.9: การทำการประมาณคา่ในชว่งควอดราตกิ

f2(x) = a0 + a1(x − x0) + a2(x − x0)(x − x1) (4.56)

โดยที่ f2(x) คอืสมการพหนุามอันดับสอง และคา่ a0, a1 และ a2 กค็อืคา่สัมประสทิธ ิท์ ีใ่ช้ในการฟติข้อมลูท้ังสาม นัน่เอง
และจากความสัมพันธข้์างต้นจะได้วา่

a0 = f (x0) (4.57)

ที่ x = x1, f2(x = x1) = f (x1) จะได้วา่

f2(x1) = f (x1) = a0 + a1(x1 − x0)

จัดสมการใหมไ่ด้วา่
a1 =

f (x1)− a0
x1 − x0

=
f (x1)− f (x0)

x1 − x0
(4.58)

ที่ x = x2 จะได้
f2(x2) = f (x2) = a0 + a1(x2 − x0) + a2(x2 − x0)(y2 − x1)

หรอืจัดรปูสมการใหมไ่ด้
a2 =

f (x2)− a0 − a1(x2 − x0)
(x2 − x0)(x2 − x1)

(4.59)

แทนคา่ สมการ (4.57) และสมการ (4.58) ลงใน สมการ (4.59) จะได้วา่

a2 =
1

(x2 − x0)

{
f (x2)− f (x1)

x2 − x1
−
f (x1)− f (x0)

x1 − x0

}
(4.60)

จะสังเกตได้วา่สองเทอมแรกของสมการ (4.56) จะเหมอืนกับการประมาณคา่ในชว่งเชงิเส้นในสมการ
(4.54) ซึง่แสดงให้เหน็ได้วา่การคำนวณด้วยอันดับทีต่ำ่กวา่ สามารถนำมาใช้ตอ่ได้ หากเราเพิม่อันดับของการทำ
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ประมาณคา่ในชว่ง คา่สัมประสทิธ ิ์ a1 เปน็การประมาณคา่อนพัุนธอั์นดับทีห่นึง่ด้วยผลตา่งแบบจำกัด และคา่ a2 คอื
การประมาณคา่อนพัุนธอั์นดับทีส่องด้วยผลตา่งแบบจำกัดนัน่เอง

ตัวอยา่ง 4.7. จงทำการประมาณค่าในช่วง (Interpolation) ของ e0.5x ด้วย สมการควอดราติก (Quadratic)

โดยใช้ค่า x0 = 0, x1 = 2 และ x2 = 4 ในการประมาณค่าท่ี x = 1

วิธีทำ
คำนวณค่าฟังก์ชัน f ท่ีตำแหน่ง x0, x1 และ x2

f (x0) = f (0) = 1.0

f (x1) = f (2) = 2.718282

f (x2) = f (4) = 7.389056

ดังน้ัน
f2(x) = a0 + a1(x − x0) + a2(x − x0)(x − x1) (E1)

จะได้สัมประสิทธ์ิ a0 ถึง a2 ดังน้ี
a0 = f (x0) = 1.0

a1 =
f (x1)− f (x0)

x1 − x0
= 0.859141

และ
a2 =

1
x2 − x0

(
f (x2)− f (x1)

x2 − x1
−
f (x1)− f (x0)

x1 − x0

)
= 0.3690615

ดังน้ันสมการประมาณค่าของตัวอย่างน้ีคือ

f2(x) = 1.0+0.859141x +0.3690615x(x − 2.0) (E2)

เม่ือทำการ Interpolation ของ e0.5x ท่ี x = 1 จะได้

f2(1) = 1.0+0.859141(1) + 0.3690615(1)(1− 2.0) = 1.4900795

เม่ือเปรียบเทียบกับคำตอบจริงของ e0.5(1) = 1.648721 จะเห็นได้ว่าการประมาณค่าในช่วงควอดราติกมีค่า
ความคลาดเคล่ือนเท่ากับ 9.622095%
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4.3.3 การประมาณคา่ในชว่งแบบพหนุามลำดับข้ันที่ nth (nth – order Polynomial Inter-

polation)

จากคณุลักษณะของการทำการประมาณคา่ในชว่งด้วยสมการเส้นตรงและสมการควอดราตกิ สมการ (4.54)

และสมการ (4.56) เราสามารถแสดงสมการพหนุามอันดับที่ n ได้วา่

fn(x) =a0 + a1(x − x0) + a2(x − x0)(x − x1) + a3(x − x0)(x − x1)(x − x2)+

· · ·+ an(x − x0)(x − x1)(x − x2) · · · (x − xn−1)
(4.61)

สมการ (4.61) มชี ือ่เรยีกวา่ ”Newton’s divided - difference interpolating polynomial” โดยทีตั่วห้อย n

คอื อันดับของสมการพหนุาม และสัมประสทิธ ิ์ a0, a1, . . . , an เปน็คา่ทีจ่ะต้องคำนวณจากข้อมลูจำนวน n+1 จดุ ถ้าเรา
นยิามฟงักชั์น f [x0], f [x0,x1], . . . , เพ ือ่ท ีจ่ะใช้ในการคำนวณหาคา่สัมประสทิธ ิ์ a0, a1, a2, . . . , an โดยทีจ่ดุ [x0, f (x0)]

เราจะได้
a0 = f (x0) ≡ g(x0) (4.62)

แทนคา่ x1, f (x1) ลงในสมการ (4.61) จะได้

a1 =
{
f (x1)− f (x0)

x1 − x0

}
≡ g(x1,x0) (4.63)

เม ือ่แทนคา่ x2, f (x2) ลงในสมการ (4.61) จะได้

a2 =
1

(x2 − x0)

{
f (x2)− f (x1)

x2 − x1
−
f (x1)− f (x0)

x1 − x0

}
≡ g(x2,x1,x0) (4.64)

และในลักษณะเดยีวกัน เราสามารถเขยีนความสัมพันธดั์งกลา่วได้วา่

a3 ≡g(x3,x2,x1,x0);

...

an ≡g(xn,xn−1,xn−2, . . . ,x1,x0)

(4.65)

พจิารณาสมการ (4.62) – (4.65) จะเหน็ได้วา่ฟงักชั์น f [x0], f [x0,x1], . . . , f [yn,xn−1, . . . ,x2,x1,x0] คอื ผลตา่งแบบ
จำกัด ทีอั่นดับตา่ง ๆ นัน่เอง

g(x0) = f (x0) (4.66)
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g(x1,x0) =
g(x1)− g(x0)

x1 − x0
=
f (x1)− f (x0)

x1 − x0

g(x2,x1,x0) =
g(x2,x1)− g(x1,x0)

x2 − x0

=
1

x2 − x0

{
g(x2)− g(x1)

x2 − x1
−
g(x1)− g(x0)

x1 − x0

}
...

(4.67)

g(xn,xn−1, . . . ,x2,x1,x0) =
g(xn,xn−1, . . . ,x2,x1)− g(xn−1,xn−2, . . . ,x1,x0)

xn − x0
(4.68)

สมการ (4.68) คอืรปูแบบทัว่ไปของฟงักชั์นทีใ่ช้ในการคำนวณหาสัมประสทิธ ิข์องฟงักชั์นประมาณคา่ในชว่ง
เราสามารถเขยีนฟงักชั์นประมาณคา่ในชว่ง ให้อย ูใ่นรปูของสมการ (4.62) – (4.65) ได้วา่

fn(x) =g(x0) + (x − x0)g(x1,x0) + (x − x0)(x − x1)g(x2,x1,x0)+

. . .+ (x − x0)(x − x1)(x − x2) . . . (x − xn−1)g(xn,xn−1, . . . ,x2,x1,x0)
(4.69)

รปูที่ 4.10: ตาราง Newton finite divided differences

โครงสร้างของ Newton finite divided differences แสดงให้เหน็ดังรปูที่ 4.10

ตัวอยา่ง 4.8. ให้ประมาณค่าในช่วงของฟังก์ชัน e0.5x ด้วย Newton’s polynomial อันดับ 3 โดยใช้ค่า
x0 = 0,x1 = 2,x2 = 4 และ x3 = 5 แล้วทำการประมาณค่าท่ี x = 1

วิธีทำ

g(x0) = f (x0) = 1.0;

g(x1) = f (x1) = 2.718282;
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g(x2) = f (x2) = 7.389056;

g(x3) = f (x3) = 12.182494;

g(x1,x0) =
g(x1)− g(x0)

x1 − x0
= 0.859141;

g(x2,x1) =
g(x2)− g(x1)
x2 − x − 1

= 2.335387;

g(x3,x2) =
g(x3)− g(x2)

x3 − x2
= 4.793438;

g(x2,x1,x0) =
g(x2,x1)− g(x1,x0)

x2 − x0
= 0.3690615;

g(x3,x2,x1) =
g(x3,x2)− g(x2,x1)

x3 − x1
= 0.819350;

g(x3,x2,x1,x0) =
g(x3,x2,x1)− g(x2,x1,x0)

x3 − x0
= 0.0900577;

ดังน้ัน การประมาณค่าในช่วง ด้วย Newton’s polynomial อันดับ 3 ทำได้ด้วยการแทนค่าข้างต้นลงในสมการ
(4.69) โดยท่ี n = 3

f3(x) =g(x0) + (x − x0)g(x1,x0) + (x − x0)(x − x1)g(x2,x1,x0)

+ (x − x0)(x − x1)(x − x2)g(x3,x2,x1,x0)

=1.0+0.859141x +0.3690615x(x − 2) + 0.0900577x(x − 2)(x − 4)

ค่า f3(1) ถ้า x = 1 จะคำนวณได้ว่า

f3(1) = 1.0+0.859141− 0.3690615+0.2701731 = 1.7602526

ค่าท่ีได้ f (1) = e0.5x = 1.648721, ค่าความคลาดเคล่ือน f3(1) สามารถหาค่าได้เท่ากับ 6.764735%

4.3.4 การประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นเสมอืนพหนุาม (Spline Interpolation)

สมการพหนุามอันดับที่ nth สามารถนำใช้ประมาณคา่ในชว่งสำหรับข้อมลูจำนวน n + 1 ข้อมลูดังได้กลา่ว
ไปข้างต้นแล้ว อยา่งไรกต็ามการฟติข้อมลูทีม่จีำนวนข้อมลูมาก และด้วยสมการพหนุามอันดับทีส่งูมาก ๆ น้ัน ก ็
อาจจะทำให้แนวโน้มของความสัมพันธท์ ีไ่ด้มคีวามคลาดเคลือ่นสงู และผดิไปจากความสัมพันธท์ ีค่วรจะเปน็จรงิ ๆ ได้
ดังน้ันแบง่ข้อมลูท้ังหมดเปน็ชดุข้อมลูยอ่ยจำนวนไมม่าก แล้วใช้สมการพหนุามอันดับตำ่มาทำการฟติหาความสัมพันธ์
ในแตล่ะชดุข้อมลูยอ่ย จากน้ันจงึนำสมการพหนุามของกล ุม่ข้อมลูยอ่ยน้ันมาพลอ็ตตอ่กันสำหรับชดุข้อมลูท้ังหมด จงึ
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Pseudocode 17 Newton’s interpolating polynomial
1: function NEWTONINT(x,y,n,xi,yint,ϵa)
2: f dd [0 : n,0 : n] = 0
3: for i = 0,n do
4: f ddi,0 = yi
5: end for
6: for j = 1,n do
7: for i = 0,n− j do
8: f ddi,j = (f ddi+1,j−1 − f ddi,j−1)/(xi+j − xi )
9: end for

10: end for
11: xterm = 1
12: yint0 = f dd0,0
13: for order = 1,n do
14: xterm = xterm ∗ (xi − xorder−1)
15: int2 = yintorder−1 + f dd0,order ∗ xterm
16: ϵa(order−1) = yint2− yintorder−1
17: yintorder = yint2
18: end for
19: end function

เปน็อกีวธิหีนึง่ในการฟติหาความสัมพันธข้์อมลู และการประมาณคา่ในชว่งของข้อมลูทีต้่องการน้ัน กจ็ะใช้สมการพหุ
นามของชดุข้อมลูยอ่ยน้ันมาทำการคำนวณหาคำตอบ วธินี ี้ เรยีกวา่ การประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นเสมอืนพหนุาม
(Spline Interpolation)

แนวคดิของการฟติเส้นโค้งมาจากเทคนคิการวาดเส้นโค้งในการเขยีนแบบวศิวกรรม ทีใ่ช้อปุกรณก์ารเขยีน
แบบทีเ่รยีกวา่ ”กระดกูง”ู (Spline) ในการวาดเส้นโค้งผา่นจดุตา่ง ๆ ให้มคีวามตอ่เน ือ่งดังแสดงในรปูที่ 4.11 ฟงักชั์น
พหนุามทีน่ยิมนำมาใช้ในวธินี ี้คอืฟงักชั์นพหนุามอันดับทีห่นึง่ถงึอันดับทีส่าม ซึง่จะได้อธบิายในรายละเอยีดตอ่ไป

รปูที่ 4.11: การวาดเส้นโค้งในการเขยีนแบบด้วยกระดกูง ู (Spline)
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การประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นเสมอืนพหนุามเชงิเส้น (Linear Splines)

วธิปีระมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นเสมอืนพหนุามเชงิเส้น เปน็วธิที ีง่า่ยทีส่ดุเน ือ่งจากเปน็การใช้สมการพหุ
นามอันดับทีห่นึง่ประมาณคา่ระหวา่งจดุข้อมลูสองจดุ ดังน้ันสมการพหนุามอันดับหนึง่สำหรับชดุข้อมลูท้ังหมดจำนวน
n+1 จดุ กจ็ะมสีมการพหนุามอันดับหนึง่สำหรับประมาณคา่ในชว่งท้ังหมด n− 1 สมการ ดังนี้

f (x) =f (x0) +m0(x − x0) x0 ≤ x ≤ x1

f (x) =f (x1) +m1(x − x1) x1 ≤ x ≤ x2

...

f (x) =f (xn−1) +mn−1(x − xn−1) xn−1 ≤ x ≤ xn

(4.70)

โดยที่mi คอืความชันของเส้นตรงทีเ่ช ือ่มระหวา่งจดุสองจดุ

mi =
f (xi+1)− f (xi )

xi+1 − xi
(4.71)

การประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นเสมอืนพหนุามเชงิเส้นนี้สามารถทำได้โดยการคำนวณหาคา่ mi นัน่เอง และการ
ประมาณคา่ของข้อมลูกท็ำได้โดยการเลอืกใช้สมการยอ่ยทีอ่ย ูใ่นสมการ (4.70) ทีต่รงกับชว่งทีต้่องการคำนวณ

ตัวอยา่ง 4.9. จงฟติข้อมลูในตารางข้างล่างน้ีด้วยฟังก์ชันเสมือนพหนุามเชิงเส้น และคำนวณหาค่าของฟังก์ชัน
ท่ีตำแหน่ง x = 5

i 0 1 2 3

x 3 4.5 7.0 9.0

f (x) 2.5 1.0 2.5 0.5

วิธีทำ
ในช่วง i = 0 ถึง i = 1

m1 =
f (x1)− f (x0)

x1 − x0
=

1− 2.5
4.5− 3.0

= −1 (4.72)
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ดังน้ัน ค่า mของฟังก์ชันในแต่ละช่วงข้อมลูจึงมีค่าเท่ากับ

i 1 2 3

mi -1.0 0.6 -1.0

ค่าของ f (x = 5) จะสามารถประมาณค่าได้จากสมการของช่วง i = 1 ท่ีเปน็สมการของช่วงข้อมลู 4.5 ≤ x ≤ 7.0

ได้ดังน้ี
f (x = 5) = 1.0+0.6(5− 4.5) = 1.3 (4.73)

การใช้ฟงักชั์นเสมอืนพหนุามเชงิเส้นในการสร้างความสัมพันธข์องข้อมลูแสดงได้ดังรปู 4.12 ซึง่จะเหน็ได้
วา่มข้ีอเสยีคอืความสัมพันธข์องข้อมลูทีไ่ด้ในแตล่ะชว่งจะไมม่คีวามตอ่เน ือ่ง เพราะวา่คา่อนพัุนธอั์นดับทีห่นึง่ซึง่เปน็
ความชันของฟงักชั์นสองฟงักชั์น ณ จดุรอยตอ่ของฟงักชั์นมคีา่ไมเ่ทา่กัน ซึง่จะสามารถแก้ปญัหานี้ได้ด้วยการใข้สมการ
พหนุามทีม่อัีนดับสงูขึ้น

รปูที่ 4.12: การประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นเสมอืนพหนุามเชงิเส้น

การประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นเสมอืนพหนุามด้วยฟงักชั์นควอดราตกิ (Quadratic Splines)

ในการทีจ่ะทำให้ฟงักชั์นยอ่ยของแตล่ะชว่งข้อมลูน้ันมคีวามตอ่เน ือ่งจำเปน็จะต้องทำให้คา่ความชัน ณ จดุ
รอยตอ่มคีา่เทา่กัน ซึง่ทำได้ด้วยการใช้ฟงักชั์นพหนุามทีม่อัีนดับสงูกวา่หนึง่ (หากต้องการให้อนพัุนธอั์นดับที่ m มคีา่
เทา่กัน จะต้องใช้สมการพหนุามอันดับที่ m + 1) ดังน้ันการประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นเสมอืนพหนุามด้วยฟงักชั์น
ควอดราตกิทีใ่ช้สมการพหนุามอันดับทีส่องจะเปน็การประมาณคา่ทีท่ำให้เกดิความชันของฟงักชั์น ณ จดุรอยตอ่มคีา่
เทา่กัน ซึง่จะทำให้ฟงักชั์นในแตล่ะชว่งมคีวามตอ่เน ือ่ง การประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นเสมอืนพหนุามด้วยฟงักชั์น
ควอดราตกิจะมรีปูแบบของสมการยอ่ยในแตล่ะชว่งดังนี้
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fi (x) = aix
2
i + bixi + ci (4.74)

โดยที่ ai , bi , ci คอืคา่คงทีข่องฟงักชั์นทีต้่องคำนวณ ถ้าข้อมลูมจีำนวน n + 1 จดุ จะมจีำนวนฟงักชั์นยอ่ยท้ังหมด n

ฟงักชั์น กจ็ะมตัีวแปรไมร่ ู้คา่ท ีต้่องคำนวณท้ังหมด 3n ตัว ซึง่จะต้องใช้เง ือ่นไข หรอืจำนวนสมการท้ังหมด 3n สมการ
ในการคำนวณด้วยเชน่กัน ดังมรีายละเอยีดดังนี้

1. คา่ของฟงักชั์น (f (x)) ของสองฟงักชั์นทีจ่ดุข้อมลูรว่มต้องมคีา่เทา่กัน (มจีำนวน n−1 จดุ เทา่กับ 2n−2 สมการ)

ai−1x
2
i−1 + bi−1xi−1 + ci−1 = f (xi−1) (4.75)

aix
2
i−1 + bixi−1 + ci = f (xi−1) (4.76)

2. คา่ของฟงักชั์น (f (x)) แรกจะต้องผา่นจดุแรกของข้อมลู และคา่ของฟงักชั์น (f (x)) สดุท้ายต้องผา่นจดุสดุท้าย
ของข้อมลู (มจีำนวน 2 จดุ เทา่กับ 2 สมการ)

a1x
2
0 + b1x0 + c1 = f (x0) (4.77)

anx
2
n + bnxn + cn = f (xn) (4.78)

3. คา่อนพัุนธข์องฟงักชั์น (f ′(x)) ของสองฟงักชั์นทีจ่ดุข้อมลูรว่มต้องมคีา่เทา่กัน (มจีำนวน n− 1 จดุ เทา่กับ n− 1

สมการ)
2ai−1xi−1 + bi−1 = 2aixi−1 + bi (4.79)

4. คา่อนพัุนธอั์นดับสองของฟงักชั์น (f ′′(x)) ของฟงักชั์นทีจ่ดุแรกมคีา่เทา่กับศนูย์ (มจีำนวน 1 จดุ เทา่กับ 1

สมการ)
a1 = 0 (4.80)

จากเง ือ่นไขท้ังหมดข้างต้นจะทำให้ฟงักชั์นยอ่ยของการประมาณคา่มคีวามตอ่เน ือ่งโดยมลัีกษณะของการเช ือ่มตอ่ที่
เปน็เส้นตรงจากเง ือ่นไขการกำหนดคา่ของอนพัุนธอั์นดับทีห่นึง่ของฟงักชั์น ณ จดุรว่มมคีา่เทา่กันนัน่เอง

วธิกีารประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นเสมอืนพหนุามด้วยฟงักชั์นควอดราตกิจะได้ลักษณะความสัมพันธดั์ง
แสดงในรปูที่ 4.13 นี้จะเปน็การเช ือ่มฟงักย์อ่ยภายในด้วยเส้นตรงจากการกำหนดคา่ความชันของสองฟงักชั์น ณ ชดุ
เช ือ่มตอ่ให้เทา่กัน จงึสังเกตได้วา่ ชว่งสองจดุแรกของข้อมลูจะเปน็เส้นตรง และการแกวง่ของข้อมลูทีส่งูในชว่งข้อมลู
ยอ่ยสดุท้าย ซึง่หากใช้วธิกีารประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นเสมอืนพหนุามด้วยฟงักชั์นควิบกิจะไมม่ลัีกษณะดังข้อ
สังเกตทีก่ลา่วมาข้างต้น
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รปูที่ 4.13: การประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นเสมอืนพหนุามด้วยฟงักชั์นควอดราตกิ

ตัวอยา่ง 4.10. จงฟติข้อมลูในตารางข้างล่างน้ีด้วยฟังก์ชันเสมือนพหนุามอันดับท่ีสอง และคำนวณหาค่าของ
ฟังก์ชันท่ีตำแหน่ง x = 5

i 0 1 2 3

x 3 4.5 7.0 9.0

f (x) 2.5 1.0 2.5 0.5

วิธีทำ จากโจทย์จะเห็นว่ามีข้อมลูท้ังหมด 4 จดุ และจะมีฟังก์ชันย่อยในการประมาณค่าท้ังหมด 3 ฟังก์ชัน
เพราะฉะน้ันจะต้องมีเง่ือนไขหรือสมการท่ีใช้ในการคำนวณหาค่าสัมประสิทธ์ิของฟังก์ชันท้ังหมด 3(3) = 9

สมการ ดังน้ี

จากเง่ือนไขในสมการ (4.75) และ (4.76)

20.25a1 +4.5b1 + c1 =1.0

20.25a2 +4.5b2 + c2 =1.0

49a2 +7b2 + c2 =2.5

49a3 +7b3 + c3 =2.5

(4.81)
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จากเง่ือนไขในสมการ (4.77) และ (4.78)

9a1 +3b1 + c1 =2.5

81a3 +9b3 + c3 =0.5
(4.82)

จากเง่ือนไขในสมการ (4.79)

9a1 + b1 =9a2 + b2

14a2 + b2 =14a3 + b3

(4.83)

และเง่ือนไขสดุท้ายจากสมการ (4.80) a1 = 0 จะเห็นได้ว่าสมการท้ังหมด 9 สมการอย ู่ในรปูแบบของสมการ
เชิงเส้นท่ีสามารถจัดให้อย ู่ในรปูของเมทริกได้ว่า

[A] =



4.5 1 0 0 0 0 0 0

0 0 20.25 4.5 1 0 0 0

0 0 49 7 1 0 0 0

0 0 0 0 0 49 7 1

3 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 81 9 1

1 0 −9 −1 0 0 0 0

0 0 14 1 0 −14 −1 0





b1

c1

a2

b2

c2

a3

b3

c3



=



1

1

2.5

2.5

2.5

0.5

0

0


และสัมประสิทธ์ิของฟังก์ชันพหนุามท้ังหมดสามารถหาคำตอบได้ด้วยระเบียบวิธีของระบบสมการเชิงเส้นท่ีได้
กล่าวไปในบทก่อนหน้าน้ีแล้ว โดยมีคำตอบดังน้ี

a1 = 0 b1 = −1 c1 = 5.5

a2 = 0.64 b2 = −6.76 c2 = 18.46

a3 = −1.6 b3 = 24.6 c3 = −91.3
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สมการพหนุามอันดับสองของการประมาณค่าในแต่ละช่วงจึงมีค่าเท่ากับ

f1(x) = −x +5.5 3.0 ≤ x ≤ 4.5

f2(x) = 0.64x2 − 6.76x +18.46 4.5 ≤ x ≤ 7.0

f3(x) = −1.6x2 +24.6x − 91.3 7.0 ≤ x ≤ 9.0

ค่าของฟังก์ชันท่ีตำแหน่ง x = 5 จึงจะคำนวณได้จากฟังก์ชัน f2(x = 5) = 0.64(5)2 − 6.76(5) + 18.46 = 0.66

การประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นเสมอืนพหนุามด้วยฟงักชั์นควิบกิ (Cubic Splines)

วธินี ี้ใช้ฟงักชั์นพหนุามอันดับทีส่ามสำหรับประมาณคา่ในแตล่ะชว่งยอ่ย

fi (x) = aix
3 + bix

2 + cix + di (4.84)

ดังน้ันสำหรับข้อมลูจำนวน n + 1 จดุ กจ็ะมคีา่สัมประสทิธ ิส์ำหรับฟงักชั์นประมาณคา่ทีต้่องทำการคำนวณท้ังหมด 4n

คา่ ซึง่ต้องใช้เง ือ่นไข หรอืจำนวนสมการท้ังหมด 3n สมการในการคำนวณด้วยเชน่กัน ดังมรีายละเอยีดดังนี้

1. คา่ของฟงักชั์น (f (x)) ของสองฟงักชั์นทีจ่ดุข้อมลูรว่มต้องมคีา่เทา่กัน (มจีำนวน n−1 จดุ เทา่กับ 2n−2 สมการ)

ai−1x
3
i−1 + bi−1x

2
i−1 + ci−1xi−1 + di−1 = f (xi−1) (4.85)

aix
3
i−1 + bix

2
i−1 + cixi−1 + di = f (xi−1) (4.86)

2. คา่ของฟงักชั์น (f (x)) แรกจะต้องผา่นจดุแรกของข้อมลู และคา่ของฟงักชั์น (f (x)) สดุท้ายต้องผา่นจดุสดุท้าย
ของข้อมลู (มจีำนวน 2 จดุ เทา่กับ 2 สมการ)

a1x
3
0 + b1x

2
0 + c1x0 + d1 = f (x0) (4.87)

anx
3
n + bnx

2
n + cnxn + dn = f (xn) (4.88)

3. คา่อนพัุนธข์องฟงักชั์น (f ′(x)) ของสองฟงักชั์นทีจ่ดุข้อมลูรว่มต้องมคีา่เทา่กัน (มจีำนวน n− 1 จดุ เทา่กับ n− 1

สมการ)
3ai−1x

2
i−1 +2bi−1xi−1 + ci−1 = 3aix

2
i−1 +2bixi−1 + ci (4.89)

4. คา่อนพัุนธอั์นดับสองของฟงักชั์น (f ′′(x)) ของสองฟงักชั์นทีจ่ดุข้อมลูรว่มต้องมคีา่เทา่กัน (มจีำนวน n − 1 จดุ
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เทา่กับ n− 1 สมการ)
6ai−1xi−1 +2bi−1 = 6aixi−1 +2bi (4.90)

5. คา่อนพัุนธอั์นดับสองของฟงักชั์น (f ′′(x)) ของฟงักชั์นทีจ่ดุแรกและจดุสดุท้ายมคีา่เทา่กับศนูย์ (มจีำนวน 2 จดุ
เทา่กับ 2 สมการ)

a1 = an = 0 (4.91)

จากเง ือ่นไขท้ังหมดจำนวน 4n เง ือ่นไขทีก่ลา่วมาข้างต้นสามารถคำนวณหาสัมประสทิธ ิข์องสมการพหนุามอันดับ
ทีส่ามท้ังหมดได้ด้วยระเบยีบวธิกีารแก้ปญัหาของระบบสมการเชงิเส้นเชน่เดยีวกันกับการประมาณคา่ในชว่งด้วย
ฟงักชั์นเสมอืนพหนุามด้วยฟงักชั์นควอดราตกิ

วธิกีารประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นเสมอืนพหนุามด้วยฟงักชั์นควิบกิจะได้ลักษณะความสัมพันธดั์งแสดง
ในรปูที่ 4.14

รปูที่ 4.14: การประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นเสมอืนด้วยฟงักชั์นควิบกิ

ตัวอยา่ง 4.11. จงแสดงสมการเง่ือนไขสำหรับการประมาณค่าในช่วงด้วยฟังก์ชันเสมือนพหนุามด้วยฟังก์ชัน
คิวบิก ของข้อมลูในตารางข้างล่างน้ี

i 0 1 2 3

x 3 4.5 7.0 9.0

f (x) 2.5 1.0 2.5 0.5

วิธีทำ จากโจทย์จะเห็นว่ามีข้อมลูท้ังหมด 4 จดุ และจะมีฟังก์ชันย่อยในการประมาณค่าท้ังหมด 3 ฟังก์ชัน
เพราะฉะน้ันจะต้องมีเง่ือนไขหรือสมการท่ีใช้ในการคำนวณหาค่าสัมประสิทธ์ิของฟังก์ชันท้ังหมด 4(3) = 12

สมการ ดังน้ี
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จากเง่ือนไขในสมการ (4.85) และ (4.86)

91.125a1 +20.25b1 +4.5c1 + d1 =1.0

91.125a2 +20.25b2 +4.5c2 + d2 =1.0

343a2 +49b2 +7c2 + d2 =2.5

343a3 +49b3 +7c3 + d3 =2.5

(4.92)

จากเง่ือนไขในสมการ (4.87) และ (4.88)

27a1 +9b1 +3c1 + d1 =2.5

729a3 +81b3 +9c3 + d3 =0.5
(4.93)

จากเง่ือนไขในสมการ (4.89)

13.5a1 +9b1 + c1 =13.5a2 +9b2 + c2

21a2 +14b2 + c2 =21a3 +14b3 + c3

(4.94)

จากเง่ือนไขในสมการ (4.90)

27a1 +2b1 =27a2 +2b2

42a2 +2b2 =42a3 +2b3

(4.95)

และเง่ือนไขสดุท้ายจากสมการ (4.91) a1 = a3 = 0 จะเห็นได้ว่าสมการท้ังหมด 12 สมการอย ู่ในรปูแบบ
ของสมการเชิงเส้นท่ีสามารถคำนวณหาคำตอบได้เช่นเดียวกับตัวอย่างของการประมาณค่าในช่วงด้วยฟังก์ชัน
เสมือนพหนุามด้วยฟังก์ชันควอดราติกท่ีได้กล่าวไปแล้วข้างต้น
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แบบฝกึหัดท้ายบท

1. จงใช้ระเบยีบวธิถีดถอยแบบกำลังสองน้อยทีส่ดุ (Least-square regresssion) ฟติเส้นตรงให้กับชดุข้อมลูตอ่ไป
นี้

x 6 7 11 15 17 21 23 29 29 37 39

y 29 21 29 14 21 15 7 7 13 0 3

2. จงฟติข้อมลูตอ่ไปนี้ด้วย กฎของกำลัง (Power law) (y = axb) และทำนายคา่ y ที่ x = 9

x 2.5 3.5 5 6 7.5 10 12.5 15 17.5 20

y 13 11 8.5 8.2 7 6.2 5.2 4.8 4.6 4.3

3. จงใช้ ระเบยีบวธิถีดถอยแบบกำลังสองน้อยทีส่ดุ ฟติเส้นตรงให้กับชดุข้อมลูตอ่ไปนี้

x1 0 0 1 2 0 1 2 2 1

x2 0 2 2 4 4 6 6 2 1

y 14 21 11 12 23 23 14 6 11

4. ข้อมลูจากการทดลองของแรงจากอากาศทีก่ระทำตอ่วัตถทุ ีอ่ย ูใ่นอโุมงคล์มทีค่วามเรว็ตา่ง ๆ แสดงได้ดังตาราง
ข้างลา่งนี้

v, m/s 10 20 30 40 50 60 70 80

F, N 25 70 380 550 610 1220 830 1450

จงฟติความสัมพันธข์องข้อมลูข้างต้นด้วยวธิ ี (ก) การถดถอยเชงิเส้น (ข) กฎของกำลัง และการแปลงรปูให้เปน็
เชงิเส้น (ค) กฎของกำลัง และพลอ็ตกราฟเปรยีบเทยีบผลทีไ่ด้
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5. ผลของอณุหภมูติอ่ความหนดืของของไหลสามารถแสดงได้ดังสมการ Andrade’s equation

µ =DeB/T

โดยที่ µ คอื ความหนดืของของไหล (Pa.s), T คอื อณุหภมูสัิมบรูณ์ (K) สว่น D และ B คอื คา่คงทีข่องสมการ
ถ้าข้อมลูอณุหภมู ิ และความหนดื มคีา่ดังตารางตอ่ไปนี้

Temp (◦C) 0.0 4.4 10.0 15.6 21.1 26.7 32.2

µ (cP) 1.794 1.546 1.310 1.129 0.982 0.862 0.764

Temp (◦C) 37.8 48.9 60.0 71.1 82.2 93.3

µ (cP) 0.682 0.559 0.470 0.401 0.347 0.305

จงใช้ Andrade’s equation ฟติข้อมลูด้านบนและหาโมเดลทีเ่หมาะสมกับชดุข้อมลู หมายเหต ุ cP คอื cen-

tipoise โดย 1 cP มคีา่ 0.001 Pa.s, T(K) = T(C) +273.15

6. วัสดขุ ิ้นหนึง่ถกูทดสอบความล้า (fatigue) เม ือ่ได้รับความเค้น (MPa) และบันทกึจำนวนรอบ (number of cycle)

ทีวั่สดเุสยีหายจากการล้าเอาไว้ด้วย ผลการบันทกึแสดงตามตารางดังนี้

Stress (MPa) 1 10 100 1,000 10,000 100,000 1,000,000

Cycles 1100 1000 925 800 625 550 420

จงพลอ็ตกราฟจากข้อมลูตารางด้านบนและฟติข้อมลูดังกลา่วด้วยวธิกีาร regression ทีเ่หมาะสม และทดสอบ
ความเหมาะสมของโมเดลทีเ่ลอืกใช้ด้วย

7. ข้อมลูในตารางข้างลา่งแสดงความสัมพันธร์ะหวา่งความหนดืของน้ำมัน SAE70 และอณุหภมู ิ และสมการทีใ่ช้
แสดงความสัมพันธร์ะหวา่ความหนดื และอณุหภมู ิ คอื

µ = b0e
b1/T

เม ือ่ µ คอื ความหนดื (Pa.s) และ T คอื อณุหภมูสัิมบรูณ์ (K) จงใช้วธิ ี nonlinear regrssion เพ ือ่ประมาณ
คา่ตัวแปร b0 และ b1 และคำนวณคา่R2 ทำการพลอ็ตกราฟเปรยีบเทยีบระหวา่งข้อมลูในตาราง และคา่ทีไ่ด้จาก
regression
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Temp (◦C) 26.67 93.33 148.89 315.56

Viscosity (Pa.s) 1.35 0.085 0.012 0.00075

8. ข้อมลูข้างลา่งนี้เปน็สว่นหนึง่ของข้อมลูจากตารางไอน้ำทีป่รมิาตรจำเพาะ v (m3/kg), และเอนโทรป ี s (kJ/

[kg.K]) ณ แรงดัน 200 Mpa

v (m3/kg) 0.10377 0.11144 0.12547

s (kJ/[kg.K]) 6.4147 6.5453 6.7664

• จงประมาณคา่เอนโทรปเีม ือ่ v = 0.118 โดยใช้ linear interpolation

• จงประมาณคา่เอนโทรปเีม ือ่ v = 0.118 ด้วยวธิ ี quadratic interpolation

• จงประมาณปรมิาตรจำเพาะเมือ่เอนโทรปมีคีา่ 6.45 โดยใช้วธิ ี quadratic inverse interpolation

9. ข้อมลูความสัมพันธร์ะหวา่งความหนาแนน่ของแกส๊ไนโตรเจนและอณุหภมูแิสดงได้ดังตารางข้างลา่งนี้ จงใช้
first- ถงึ fifth-order polynomials เพ ือ่ประมาณคา่ความหนาแนน่ทีอ่ณุหภมู ิ 330 K และเลอืกวา่คา่ประมาณที่
ดที ีส่ดุมคีา่เทา่ไหร ่

Temp (K) 200 250 300 350 400 450

Density (kg/m3) 1.708 1.367 1.139 0.967 0.854 0.759

10. อณุหภมูขิองแผน่ความร้อนรปูรา่งส ีเ่หล ีย่มจตรัุสถกูวัด ณ ตำแหนง่ (x,y) ตา่ง ๆ กันดังตารางตอ่ไปนี้ จงประมาณ
คา่อณุหภมูทิ ี่ (ก) x = 4, y = 3.2 และ (ข) x = 4.3, y = 2.7

x = 0 x = 2 x = 4 x = 6 x = 8

y = 0 100.00 90.00 80.00 70.00 60.00

y = 2 85.00 64.49 53.50 48.15 50.00

y = 4 70.00 48.90 38.43 35.03 40.00

y = 6 55.00 38.78 30.39 27.07 30.00

y = 8 40.00 35.00 30.00 25.00 20.00
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11. จากข้อมลูทีใ่ห้มาตอ่ไปนี้

x 1.6 2 2.5 3.2 4 4.5

f (x) 2 8 14 15 8 2

จงคำนวณหาคา่ f (2.8) ด้วยวธิ ี (ก) การประมาณคา่ในชว่งเชงิเส้น (ข) การประมาณคา่ในชว่งแบบพหนุามลำดับ
ข้ัน อันดับที่ 2 (ค) การประมาณคา่ในชว่งแบบพหนุามลำดับข้ัน อันดับที่ 3 และประมาณคา่ความคลาดเคลือ่น
ของผลทีค่ำนวณได้ จากวธิท้ัีงสาม

12. ข้อมลูความเข้มข้นของออกซเิจนทีล่ะลายในน้ำทะเลทีอ่ณุหภมูติา่ง ๆ แสดงได้ดังตารางตอ่ไปนี้

T degC 0 8 16 24 32 40

f (T ) 14.621 11.843 9.870 8.418 7.305 6.413

จงคำนวณหา ปรมิาณออกซเิจนทีล่ะลายในน้ำทะเลทีอ่ณุหภมู ิ 27 องศาเซลเซยีส

13. จงคำนวณหาคา่ อณุหภมู ิ ท ีต่ำแหนง่ x = 4,y = 3.2 และ x = 4.3, y = 2.7 จากข้อมลูในตารางข้างลา่งนี้

x = 0 x = 2 x = 4 x = 6 x = 8

y = 0 100.00 90.00 80.00 70.00 60.00

y = 2 85.00 64.49 53.50 48.15 50.00

y = 4 70.00 48.90 38.43 35.03 40.00

y = 6 55.00 38.78 30.39 27.07 30.00

y = 8 40.00 35.00 30.00 25.00 20.00
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บางคร้ังงานด้านวศิวกรรมจะต้องมกีารคำนวณหาคา่ปรพัินธ์ ซึง่หากฟงักชั์นทีต้่องการคำนวณอยูใ่นรปูที่
งา่ยตอ่การหาคา่ปรพัินธ์ เชน่ ฟงักชั์นพหนุาม ฟงักชั์นเอก็ซโ์ปเนนเซยีล หรอืฟงักชั์นในตรโีกณมติกิจ็ะสามารถคำนวณ
หาคา่ปรพัินธไ์ด้โดยตรง แตถ้่าฟงักชั์นมคีวามซับซ้อนหรอืไมส่ามารถจะหาคา่ปรพัินธด้์วยวธิปีกตไิด้ หรอืในบางคร้ัง
ข้อมลูทีต้่องการหาคา่ปรพัินธไ์มไ่ด้อย ูใ่นรปูของฟงักชั์นทางคณติศาสตรแ์ตอ่ย ูใ่นรปูของข้อมลูตัวเลข เชน่ ข้อมลูจาก
การทดลอง ในกรณเีชน่นี้กจ็ะสามารถหาคา่ปรพัินธไ์ด้ด้วยระเบยีบวธิเีชงิตัวเลข

5.1 สตูรของนวิตัน-โคตส์ (Newton - cotes formulas)

เปน็วธิที ีน่ยิมใช้มากทีส่ดุในการหาคา่ปรพัินธ์ โดยจะอาศัยหลักการแทนทีฟ่งักชั์นทีซั่บซ้อนหรอืชดุข้อมลู
ด้วยฟงักชั์นประมาณทีส่ามารถทำการอนิทเิกรตได้งา่ยกวา่

I =
∫ b

a
f (x)dx ≈

∫ b

a
pm(x)dx (5.1)

pm(x) เปน็ฟงักชั์นประมาณ และ mth คอือันดับของฟงักชั์นพหนุามทีม่รีปูแบบสมการ ดังนี้

pm(x) = amx
m + am−1x

m−1 + · · ·+ a2x
2 + a1x + a0 (5.2)

โดยทีสั่มประสทิธ ิ์ am, am−1, . . . , a1, a0 จะเปน็คา่คงที่ ๆ ทำให้ f (x) และ pm(x) มคีา่เดยีวกันหรอืใกล้เคยีงกันภายใน
ชว่งทีท่ำการหาคา่ปรพัินธ์ รปูท ี่5.1 แสดงการประมาณคา่ f (x) ด้วยฟงักชั์นพหนุามอันดับที่ ศนูย,์ หนึง่ และ สอง ตาม
ลำดับ

123
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รปูที่ 5.1: การประมาณคา่ของฟงักชั์นด้วยฟงักชั์นพหนุามอันดับตา่ง ๆ (ก) ฟงักชั์นพหนุามอันดับทีศ่นูย์ (ข) ฟงักชั์น
พหนุามอันดับทีห่นึง่ (ค) ฟงักชั์นพหนุามอันดับทีส่อง

5.1.1 กฎสีเ่หลีย่มผนืผ้า (Rectangular rule)

วธินี ี้จะใช้การประมาณฟงักชั์น หรอืข้อมลูทีต้่องการหาคา่ปรพัินธด้์วยฟงักชั์นพหนุามในชว่งส้ัน ๆ ดังแสดง
ในรปู 5.2 โดยทีช่ว่งของการหาคา่ปรพัินธ์ a ≤ x ≤ b จะถกูแบง่ออกเปน็ n ชว่ง

h = ∆x =
b − a
n

(5.3)

โดยทีจ่ดุท ีถ่กูแบง่ในชว่งของการหาคา่ปรพัินธจ์ะเขยีนได้เปน็ x0 = a,x1,x2, . . . ,xn−1 และ xn = b

xi = a+ ih; i = 0,1,2, . . . ,n (5.4)

คา่ของฟงักชั์น f (x) ทีต่ำแหนง่ xi จะเปน็คา่ทีท่ราบแล้วหรอืสามารถหาคา่ได้ จากรปูที่5.2ฟงักชั์นประมาณ
คา่ทีง่า่ยทีส่ดุ คอื ฟงักชั์นพหนุามอันดับที่ ศนูย์ หรอืฟงักชั์นของคา่คงที่ และการกำหนดฟงักชั์นประมาณคา่ดังกลา่ว
สามารถกำหนดต้ังแตช่ว่ง xi ≤ x ≤ xi+1 โดยทีฟ่งักชั์นจะใช้คา่ fi หรอื fi + 1 เปน็คา่ประมาณกไ็ด้ ซึง่คา่ปรพัินธ์ หรอื
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(ก)

(ข)

รปูที่ 5.2: การประมาณคา่ f (x) ด้วย (ก) ฟงักชั์นพหนุามอันดับทีศ่นูย์ และ (ข) ฟงักชั์นพหนุามอันดับทีห่นึง่

พ ื้นทีใ่ต้กราฟของ f (x) ในชว่งดังกลา่วจะสามารถคำนวณได้จาก

I =
∫ b

a
f (x)dx ≈ h

n−1∑
i=0

fi

 (5.5)

หรอืถ้าหากใช้คา่ fi+1 เปน็คา่ฟงักชั์นในการคำนวณหาคา่ปรพัินธก์จ็ะคำนวณได้จาก fi+1h ในชว่ง xi ≤ x ≤ xi+1 ดังน้ัน

I =
∫ b

a
f (x)dx ≈ h

n+1∑
i=0

fi+1

 ≡
n+1∑
i=0

fi

 (5.6)

ในทางปฏบัิตแิล้วหากฟงักชั์นหรอืข้อมลูทีท่ำการหาคา่ปรพัินธม์ลัีกษณะทีไ่มเ่ปน็เชงิเส้น (Nonlinear) วธิกีฎ
สีเ่หล ีย่มผนืผ้า (Rectangular rule) จะมคีวามคลาดเคลือ่นสงู วธินี ี้จงึไมเ่ปน็ทีน่ยิมใช้มากนัก
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5.1.2 กฎสีเ่หลีย่มคางหมู (Trapezoidal rule)

วธินี ี้ใช้กันมากในงานวศิวกรรม เนือ่งจากงา่ยตอ่การใช้งาน โดยมหีลักการประมาณคา่ของฟงักชั์นทีต้่องการ
หาคา่ปรพัินธด้์วยฟงักชั์นพหนุามอันดับทีห่นึง่ หรอืการใช้เส้นตรงเช ือ่มระหวา่งจดุในชว่งทีก่ำลังคำนวณหาคา่ปรพัินธ์
นัน่เอง ดังน้ัน คา่ปรพัินธท์ ีไ่ด้จากวธินี ี้กค็อืพ ื้นทีส่ ีเ่หล ีย่มคางหมู ในชว่ง xi ≤ x ≤ xi+1 ดังแสดงในรปูที่ 5.3

รปูที่ 5.3: การหาคา่ปรพัินธเ์ชงิตัวเลขด้วยกฎสีเ่หลีย่มคางหมู

I1 =
(
f0 + f1

2

)
h, I2 =

(
f1 + f2

2

)
, . . . ,

Ii =
(
fi−1 + fi

2

)
h, . . . ,และ In =

(
fn−1 + fn

2

)
h (5.7)

คา่ปรพัินธร์วม กค็อื

I =
∫ b

a
f (x)dx ≈

n∑
i=1

Ii =
h
2
(f0 +2f1 +2f2 + · · ·+2fn−1 + fn) (5.8)

Pseudocode 18 Trapezoidal rule (single–segment)
1: function TRAPEZOIDAL(h, f0, f1)
2: res = h ∗ (f0 + f1)/2
3: end function
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Pseudocode 19 Trapezoidal rule (multiple–segment)
1: function TRAPEZOIDALMUL(h,n, f )
2: sum = f0
3: for i = 1,n− 1 do
4: sum = sum +2 ∗ fi
5: end for
6: sum = sum + fn
7: res = h ∗ sum/2
8: end function

5.1.3 ความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลาย (Truncation error) ของกฎสีเ่หลีย่มคางหมู

คา่ความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลายของวธิกีฎสีเ่หล ีย่มคางหมน้ัูน สามารถเขยีนได้ ดังนี้

E =
∫ b

a
f (x)dx −

[
f (a) + f (b)

2

]
(b − a) (5.9)

โดยทีเ่ทอมแรกทางขวามอืของสมการ (5.9) คอืคา่คำตอบจรงิของการหาคา่ปรพัินธ์ และเทอมทีส่องคอืคา่ประมาณ
ของคา่ปรพัินธท์ ีไ่ด้จากวธิกีฎสีเ่หล ีย่มคางหมู หากเราพจิารณาอนกุรมเทยเ์ลอรร์อบจดุกึง่กลางของชว่งการหาคา่
ปรพัินธ,์ x̄ = (a+ b)/2

f (x) = f (x̄) + yf ′(x̄) +
y2

2!
f ′′(x̄) + . . . (5.10)

ทำการหาคา่ปรพัินธข์องสมการ (5.10) จะได้
∫ b

a
f (x)dx = f (x̄) (5.11)

แทนคา่ x = a และ x = b ลงในสมการ (5.11) จะได้

f (a) = f (x̄)− h
2
f ′(x̄) +

1
2

(
h
2

)2
f ′′(x̄)− . . . (5.12)

f (b) = f (x̄) +
h
2
f ′(x̄) +

1
2

(
h
2

)2
f ′′(x̄) + . . . (5.13)

เน ือ่งจาก คา่ x− x̄ = a− x̄ = (−h)/2 , x− x̄ = b− x̄ = (+h)/2 และ (b−a) = h เพราะฉะน้ัน เทอมทีส่องทางขวามอืของ
สมการ (5.9) สามารถแสดงได้ดังนี้
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(b − a)
[
f (a)− f (b)

2

]
=

h
2
[f (x̄)− h

2
f ′(x̄) +

h2

8
f ′′(x̄)− . . . (5.14)

+f (x̄) +
h
2
f ′(x̄) +

h2

8
f ′′(x̄) + · · · ]

= hf (x̄) +
h3

8
f ′′(x̄) + · · · (5.15)

แทนคา่สมการ (5.14) ลงในสมการ (5.9) จะได้วา่

E =
[
hf (x̄) +

h3

24
f ′′(x̄) + · · ·

]
−
[
hf (x̄) +

h3

8
f ′′(x̄) + · · ·

]
≈ − h

3

12
f ′′(x̄) (5.16)

สมการ (5.16) แสดงให้เหน็วา่วธิกีฎสีเ่หล ีย่มคางหมมูคีา่ความคลาดเคลือ่นตอ่หนึง่ชว่งยอ่ยของการหาคา่ปรพัินธเ์ปน็
อันดับของ h3

E ≈ − 1
12

(
b − a
n

)3 n∑
i=1

f ′′(x̄i ) (5.17)

โดยที่ x̄i เปน็คา่กึง่กลางระหวา่ง xi และ xi+1 และ

¯f ′′ =
1
n

n∑
i=1

f ′′(x̄i ) (5.18)

หากพจิารณาตลอดชว่งของการหาคา่ปรพัินธจ์ะได้วา่

E ≈ − 1
12

(b − a)
(
b − a
n

)2
¯f ′′ = − 1

12
(b − a)h2 ¯f ′′ =O(h2) (5.19)

สมการ (5.19) แสดงให้เหน็วา่ความคลาดเคลือ่นรวมของวธิกีฎสีเ่หล ีย่มคางหมเูปน็สัดสว่นของ h2

ตัวอยา่ง 5.1. จงใช้วิธีกฎส่ีเหล่ียมคางหมคูำนวณหาค่าปริพันธ์, I =
∫ b

a
f (x)dx ระหว่างค่า a = 0.0 และ b =

1.5 ของฟังก์ชันท่ีให้มา ด้วยระยะห่างของแต่ละจดุการคำนวณ (Step size) ต่าง ๆ

f (x) =0.84885406+31.51924706x − 137.66731262x2

+240.55831238x3 − 171.45245361x4 +41.95066071x5
(E1)
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วิธีทำ ค่าปริพันธ์ของวิธี Trapezoid ท่ี n ระยะห่างของแต่ละจดุการคำนวณ คือ

I =
h
2
(f0 +2f1 +2f2 + · · ·+2fn−1 + fn) (E2)

โดยท่ี h = (b − a)/n และ fi = f (x = a+ ih) ถ้าเราใช้ ระยะห่างของแต่ละจดุการคำนวณ, n, เท่ากับ 3 จะได้ว่า

f0 = 0.0 = 0.84885406, f1 = f (a+ h) = f (0.5) = 2.8566201,

f2 = f (a+2h) = f (1.0) = 5.7573166; f3 = f (a+3h) = f (1.5)0.84542847

I =
h
2
(f0 +2f1 +2f2 + f3) = 4.7305388 (E3)

ผลของค่าปริพันธ์ท่ีได้จากการคำนวณท่ีระยะห่างของแต่ละจดุการคำนวณ, n, ต่าง ๆ แสดงเปน็ตารางได้ดังน้ี

Number of Step Step Size Integral Value Percent Error

(n) (h) (I )

1 1.5 1.2707119 77.148186

2 0.75 3.8171761 31.353920

3 0.5 4.7305388 14.928484

4 0.375 5.0828342 8.5929899

5 0.3 5.2516432 5.5572190

6 0.25 5.3448267 3.8814559

9 0.1666667 5.4640293 1.7377790

12 0.125 5.5061684 0.97997248

15 0.1 5.5257416 0.62797815

ผลเฉลยจริง คือ: 5.5606613

รปูที่ 5.4 แสดงพื้นทีใ่ต้กราฟทีเ่ปน็คา่ปรพัินธท์ ีไ่ด้จากการคำนวณที่ n = 1 และ n = 3 ซึง่แสดงให้เหน็ถงึผลของความ
แตกตา่งระหวา่งการเลอืกใช้ชว่งของการคำนวณ (ระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ)
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รปูที่ 5.4: ตัวอยา่งเปรยีบเทยีบคา่ปรพัินธท์ ีไ่ด้จากการคำนวณด้วย n = 1 และ n = 3

5.2 กฎของซมิปสั์น (Simpson’s rule)

ความถกูต้องของวธิกีฎสีเ่หล ีย่มคางหมสูามารถเพิม่ได้ด้วยการลดคา่ระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ (h)

อยา่งไรกต็ามหากการลดระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ จะทำให้ความคลาดเคลือ่นจากการปดัเศษ (Round - off

error) สงูขึ้น ดังน้ันการเพิม่อันดับของฟงักชั์นประมาณจงึเปน็อกีวธิหีนึง่ท ีส่ามารถเพิม่ความถกูต้องให้กับการหาคา่
ปรพัินธไ์ด้ยกตัวอยา่งเชน่ ใช้ฟงักชั์นเปน็ฟงักชั์นควอดราตกิในการประมาณคา่ f (x) ซึง่เทยีบเทา่กับ m = 2 ในวธิขีอง
นวิตัน-โคต (รปูที่ 5.1) วธินี ี้มชี ือ่วา่กฎของซมิปสั์น 1/3 (Simpson’s one – third rule) นอกจากน้ันยังสามารถใช้
ฟงักชั์นควิบกิ หรอืสมการพหนุามอันดับทีส่ามในการประมาณคา่ f (x) วธินี ี้ เรยีกวา่กฎของซมิปสั์น 3/8 (Simpson’s

three – eighths rule)

5.2.1 กฎของซมิปสั์น 1/3 (Simpson’s one - third rule)

พจิารณาการคำนวณหาคา่ปรพัินธ์
I =

∫ b

a
f (x)dx (5.20)

หากเราใช้ฟงักชั์นพหนุามอันดับทีส่องในการประมาณคา่ของ f (x)

p2(x) = c2x
2 + c1x + c0 (5.21)

จากรปู 5.5 แสดงให้เหน็การหาคา่ปรพัินธโ์ดยใช้ฟงักชั์นประมาณจากสมการ (5.21) ในชว่ง xi−1 ถงึ xi+1 โดยทีค่า่ c0,
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รปูที่ 5.5: การคำนวณหาคา่ปรพัินธด้์วยกฎของซมิปสั์น 1/3

c1 และ c2 คอืคา่คงที่ และสามารถคำนวณได้จาก ตำแหนง่ xi−1 ถงึ xi+1 ดังน ี้

ท ีต่ำแหนง่ xi−1
p2(x = −h) = fi−1 = c2(−h)2 + c1(−h) + c0 = c2h

2 − c1h+ c0 (5.22)

ทีต่ำแหนง่ xi
p2(x = 0) = fi = c2(0)

2 + c1(0) + c0 = c0 (5.23)

ทีต่ำแหนง่ xi+1
p2(x = h) = fi+1 = c2(h)

2 + c1(h) + c0 = c2h
2 + c1h+ c0 (5.24)

จากสมการ (5.22) ถงึ (5.24) จะได้คา่คงที่ ดังน ี้

c2 =
fi−1 − 2fi + fi+1

2h2
, c1 =

fi+1 − fi−1
2h

, และ c0 = fi (5.25)

ดังน้ันคา่ปรพัินธส์ามารถแสดงได้ ดังนี้
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Ī =
∫ xi+1

xi−1

p2(x)dx =
∫ h

−h

(
c2x

2 + c1x + c0
)
dx

=
2
3
c2h

3 +2c0h

(5.26)

แทนคา่สัมประสทิธ ิ์ c2 และ c0 ลงในสมการ (5.26) จะได้

Ī =
2
3
h3

fi−1 − 2fi + fi+1
2h2

+2hfi =
h
3
(fi−1 +4fi + fi+1) (5.27)

เทอม ”1/3” ในชือ่ Simpson’s one-third rule คอืคา่คงที่ 13 ในสมการ (5.27) นัน่เอง สังเกตวา่คา่ปรพัินธท์ ีแ่สดงใน
สมการ (5.27) น้ัน เปน็คา่ปรพัินธท์ ีไ่ด้จาก 2 ชว่งยอ่ย ดังน้ันหากเราแบง่ชว่งของการ อนิทเิกรตเปน็ n ชว่ง ผลรวมของ
คา่ปรพัินธดั์งแสดงในสมการ (5.20) สามารถเขยีนได้ใหมเ่ปน็

Ī =
∫ b

a
f (x)dx ≈

n/2∑
j=1

(Ī )j (5.28)

โดยที่ (Ī )j คอืคา่ปรพัินธท์ ีค่ำนวณได้ในค ูข่องชว่งการหาคา่ปรพัินธย์อ่ยลำดับที่ j-th และดัชนี i ในสมการ (5.27) คอื
i = 2j − 1 สมการ (5.27) และ สมการ (5.28) จะสามารถเขยีนใหมไ่ด้

I ≈ h
3

f0 +4
n−1∑

i=1,3,5,...

fi +2+2
n−2∑

i=2,4,6,...

fi + fn

 (5.29)

และชว่งการแบง่จะต้องหารด้วย 2 ลงตัว

ตัวอยา่ง 5.2. จงหาค่าปริพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปน้ี ต้ังแต่ 0.0 ถึง 1.5 ด้วยวิธีซิมป์สัน1/3

f (x) =0.84885406+31.51924706x − 137.66731262x2

+240.55831238x3 − 171.45245361x4 +41.95066071x5
(E1)

วิธีทำ จากสมการของซิมป์สัน 1/3 ท่ีช่วงการหาค่าปริพันธ์ n ช่วง

I =
h
3

f0 +4
n−1∑

i=1,3,5,...

fi +2+2
n−2∑

i=2,4,6,...

fi + fn

 (E2)
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สำหรับ n = 2 และ h = 0.75 จะได้ว่า
I =

h
3
[f0 +4f1 + f2] (E3)

โดยท่ี f0 = 0.84885406, f1 = f (0.75) = 4.2424269, และ f2 = f (1.5) = 0.84542847 จะได้ผลลัพธ์ของ
การหาค่าปริพันธ์เท่ากับ I = 4.66599753 เน่ืองจากคำตอบแท้จริงของค่าปริพันธ์เท่ากับ 5.56066613 เพราะ
ฉะน้ันความคลาดเคล่ือนของวิธีซิมป์สัน 1/3 ท่ี n = 2 คือ 23.7064321%

ท่ี n = 2 และ h = 0.375 สมการ (E1) สามารถเขียนได้ว่า

I =
h
3
[f0 +4f1 +2f2 +4f3 + f4] (E4)

โดยท่ี f0 = 0.84885406, f1 = f (0.375) = 2.9153550, f2 = f (0.75) = 4.2424269, f3 = f (1.125) =

5.5493011 และ f4 = f (1.5) = 0.84542847 จะได้ผลลัพธ์ของการหาค่าปริพันธ์เท่ากับ I = 5.50472009 มี
ความคลาดเคล่ือนเท่ากับ 1.0060172% ผลของการหาค่าปริพันธ์ท่ีแต่ละช่วง n แสดงได้ดังตาราง

Number of Step Step Size Integral Value Percent Error

(n) (h) (I )

2 0.75 4.6659975 16.089163

4 0.375 5.047202 1.0060153

6 0.25 5.5493011 0.19911586

8 0.1875 5.5571246 0.063602172

10 0.15 5.5592151 0.026008544

12 0.125 5.5599494 0.012802755

14 0.10714286 5.5602551 0.0073060603

16 0.09375 5.5604043 0.0046220263

คำตอบจริงมีค่าเท่ากับ: 5.5606613
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Pseudocode 20 Simpson’s one – third rule (single–segment)
1: function SIMPSON13(h, f0, f1, f2)
2: res = 2 ∗ h ∗ (f0 +4 ∗ f1 + f2)/6
3: end function

Pseudocode 21 Simpson’s one – third rule (multiple–segment)
1: function SIMPSON13MUL(h,n, f )
2: sum = f0
3: for i = 1,n− 2,2 do
4: sum = sum +4 ∗ fi +2 ∗ fi+1
5: end for
6: sum = sum +4 ∗ fn−1 + fn
7: res = h ∗ sum/3
8: end function

5.2.2 กฎของซมิปสั์น 3/8 (Simpon’s three – eighth’s rule)

ในการหาคา่ปรพัินธด้์วยวธินี ี้จะประมาณฟงักชั์น f (x) ด้วยสมการพหนุามอันดับทีส่าม , p3(x) ดังแสดงใน
รปู 5.6

รปูที่ 5.6: การหาคา่ปรพัินธด้์วยกฎของซมิปสั์น 3/8

คา่สัมประสทิธ ิ์ c0, c1, c2 และ c3 สามารถคำนวณได้จากตำแหนง่ยอ่ยในชว่งการหาคา่ปรพัินธจ์ำนวน 4

ตำแหนง่ (xi−1, fi−1), (xi , fi ), (xi+1, fi+1) และ (xi+2, fi+2) ดังน ี้

ท ี่ (xi−1, fi−1)
p3(x = −h) = fi−1 = −h3c3 + h2c2 − hc1 + c0 (5.30)
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ที่ (xi , fi )
p3(x = 0) = fi = c0 (5.31)

ที่ (xi+1, fi+1)
p3(x = h) = fi+1 = h3c3 + h2c2 + hc1 + c0 (5.32)

ที่ (xi+2, fi+2)
p3(x = 2h) = fi+2 = 8h3c3 +4h2c2 +2hc1 + c0 (5.33)

ผลการคำนวณจากสมการ (5.30) ถงึ สมการ (5.33) จะได้

c0 = f1 (5.34)

c1 =
1
6h

(−fi+2 +6fi+1 − 3fi − 2fi−1) (5.35)

c2 =
1
2h2

(fi−1 − 2fi + fi+1) (5.36)

c3 =
1
6h3

(fi+2 − 3fi+1 +3fi − fi−1) (5.37)

พื้นทีท่ ีไ่ด้จากการหาคา่ปรพัินธ์ Ī ต้ังแตช่ว่ง xi−1 ถงึ xi+2

Ī =
∫ xi+2

xi−1

p3(x)dx =
∫ 2h

−h

(
c3x

3 + c2x
2 + c1x + c0

)
dx

=
c3
4
(x4)|2h−h +

c2
3
(x3)|2h−h +

c1
2
(x2)|2h−h + c0(x)|2h−h

=
c3
4
(15h4) +

c2
3
(9h3) +

c1
2
(3h2) + c0(3h)

(5.38)

แทนคา่ c0 ถงึ c3 ลงในสมการ (5.38) จะได้

Ī =
15h4

4

(
fi+2 − 3fi+1 +3fi − fi−1

6h3

)
+3h3

(
fi+1 − 2fi + fi−1

2h2

)
+
3h2

2

(
−fi+2 +6fi+1 − 3fi − 2fi−1

6h

)
+3hfi

=
3h
8

[fi+2 +3fi+1 +3fi + fi−1]

(5.39)

เทอม ”38 ” ในวธิซีมิปสั์น 3/8 มาจากคา่สัมประสทิธ ิใ์นสมการ (5.39) หากเราต้องการแบง่ชว่งของการหาคา่ปรพัินธ์ a ≤
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x ≤ b ออกเปน็ n ชว่ง จะต้องแบง่ให้ชว่งการหาคา่ปรพัินธน์ ี้หารด้วย 3 ลงตัว จงึจะใช้วธินี ี้ได้ เน ือ่งจาก

I =
∫ b

a
f (x)dx ≈

n/3∑
j=1

(
Ī
)
j

(5.40)

โดยที่(Ī)
j
คอืคา่ปรพัินธท์ ีค่ำนวณได้จากชว่งการหาคา่ปรพัินธท์ ี่ j–thทีไ่ด้จากสมการที่ (5.39) จากสมการ (5.39) และ

สมการ (5.40) จะได้สมการ (5.41)

I ≈ 3
8

f0 +3
n−2∑

i=1,4,7,...

(fi + fi+1) + 2
n−3∑

i=3,6,9,...

fi + fn

 (5.41)

ความคลาดเคลือ่นของสมการ (5.39) มอัีนดับเดยีวกับวธิซีมิปสั์น 1/3 แตต้่องใช้ชว่งการหาคา่ปรพัินธย์อ่ยถงึ 3 ชว่ง
ทำให้วธินี ี้ไมเ่ปน็ทีน่ยิมใช้มากนัก อยา่งไรกต็ามวธิซีมิปสั์น 3/8 และวธิซีมิปสั์น 1/3 สามารถนำมาใช้รว่มกันได้และ
ทำให้ข้อจำกัดของการแบง่ชว่งการหาคา่ปรพัินธห์มดไป

Pseudocode 22 Simpson’s three – eight rule (single–segment)
1: function SIMPSON38(h, f0, f1, f2, f3)
2: res = 3 ∗ h ∗ (f0 +3 ∗ (f1 + f2) + f3)/8
3: end function

Pseudocode 23 Simpson’s three – eight rule (multiple–segment)
1: function SIMPSON13MUL(a,b,n, f )
2: h = (b − a)/n
3: if n = 1 then
4: sum = TRAPEZOIDAL(h, fn−1, fn)
5: else
6: m = n
7: odd = (n/2)− INT (n/2)
8: if odd > 0 and n > 1 then
9: sum = sum+SIMPSON38(h, fn−3, fn−2, fn−1, fn)

10: m = n− 3
11: end if
12: if m > 1 then
13: sum = sum+SIMPSON13(h,m,f )
14: end if
15: end if
16: res = sum
17: end function
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ตัวอยา่ง 5.3. จงคำนวณค่าปริพันธ์ของฟังก์ชันต่อไปน้ี โดยใช้กฎของซิมป์สัน 3/8 ระหว่าง a=0.0 ถึง b=1.5

ด้วยช่วง n ต่าง ๆ

f (x) =0.84885406+31.51924706x − 137.66731262x2

+240.55831238x3 − 171.45245361x4 +41.95066071x5
(E1)

วิธีทำ
ท่ี n=5 และ h=0.5 สมการ (5.41) คือ

I =
3h
8

[f0 +3f1 +3f2 + f3] (E2)

โดยท่ี f0 = f (0.0) = 0.84885406, f1 = f (0.5) = 2.8566201, f2 = f (1.0) = 5.7573166, และ
f3 = f (1.5) = 0.84542847 ดังน้ัน ผลลัพธ์ของการหาค่าปริพันธ์เท่ากับ I = 5.16301737 มีความคลาด
เคล่ือนเท่ากับ 7.1510187% ค่าของปริพันธ์ท่ีคำนวณได้จากการแบ่งช่วงการอินทิเกรตต่าง ๆ แสดงได้ดัง
ตารางข้างล่างน้ี
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Number of Step Step Size Integral Value Percent Error

(n) (h) (I ) (%)

3 0.5 5.1630173 7.1510205

6 0.25 5.5357828 0.44740185

9 0.166667 5.5557156 0.088941850

12 0.125 5.5590858 0.028332422

15 0.1 5.5600042 0.011816609

18 0.08333 5.5603180 0.0061741355

21 0.0714286 5.5604572 0.003670180

24 0.0625 5.5605288 0.0023839022

คำตอบจริงมีค่าเท่ากับ: 5.5606613

5.2.3 ความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลาย (Truncation error) ของกฎของซมิปสั์น

คา่ความคลาดเคลือ่นของวธิซีมิปสั์น 1/3 เขยีนได้ ดังนี้

E =
∫ b

a
f (x)dx −

(
b − a
6

)
[f (a) + 4f (x1) + f (b)] (5.42)

พจิารณาความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลายดังแสดงในรปูที่ 5.7 และใช้อนกุรมเทยเ์ลอรร์อบจดุ x1 จะได้วา่

f (x) = f (x1) + yf ′(x1) +
y2

2!
f ′′(x1) +

y3

3!
f ′′′(x1) +

y4

4!
f ′′′′(x1) +

y5

5!
f ′′′′′(x1) + · · · , (5.43)
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รปูที่ 5.7: ความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลายของกฎของซมิปสั์น

และปรพัินธข์อง f (x) คอื
∫ b

a
f (x)dx =f (x1)(y)

∣∣∣∣h−h + f ′(x1)
(
y2

2

) ∣∣∣∣h−h + f ′′(x1)
(
y3

6

) ∣∣∣∣h−h
+ f ′′′(x1)

(
y4

24

) ∣∣∣∣h−h + f ′′′′(x1)
(
y5

120

) ∣∣∣∣h−h + f ′′′′′(x1)
(
y6

720

) ∣∣∣∣h−h + · · · ,
=2hf (x1) +

h3

3
f ′′(x1) +

h5

60
f ′′′′(x1) + · · ·

(5.44)

แทนคา่ x = a(y = −h), x = x1(y = 0), และ x = b(y = h) จะได้

E ≈
2(

b − a
2

)
f (x1) +

1
3

(
b − a
2

)3
f ′′(x1) +

1
60

(
b − a
2

)5
f ′′′′(x1)


−
(b − a)f (x1) + (

b − a
6

)(
b − a
2

)2
f ′′(x1) +

(
b − a
6

)
1
12

(
b − a
2

)4
f ′′′′(x1)


≈− 1

2880
(b − a)5f ′′′′(x1)

≈− 1
90

(h)5f ′′′′(x1)

(5.45)

สมการ (5.45) แสดงเหน็ได้วา่คา่ความคลาดเคลือ่นของวธิซีมิปสั์น 1/3 ตอ่ชว่งยอ่ยของการหาคา่ปรพัินธม์อัีนดับ
เทา่กับ h5 ดังน้ันความคลาดเคลือ่นรวมของวธิซีมิปสั์น 1/3 รวมตลอดชว่งท้ังหมดของการหาคา่ปรพัินธจ์ะเปน็อันดับ
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ของ h4

E ≈ − 1
90

(h)5
n
2

¯f ′′′′

≈ − 1
180

(h)4(b − a) ¯f ′′′′

=O(h4)

(5.46)

และเนือ่งจากวธิซีมิปสั์น 3/8 มคีวามคลาดเคลือ่นอันดับเดยีวกับวธิซีมิปสั์น 1/3 ดังน้ันจงึมคีวามคลาดเคลือ่นอย ูใ่น
อันดับ h4 ด้วยเชน่กัน

5.3 การประมาณคา่นอกชว่งของรชิารด์สัน (Richardson’s extrapolation)

จากการหาคา่ปรพัินธเ์ชงิตัวเลข เราสามาถเพิม่ความถกูต้องได้ด้วยการเพิม่จำนวนชว่งยอ่ย n ของการหาปริ
พันธ์ อยา่งไรกต็ามหากเพิม่จำนวนชว่งการหาคา่ปรพัินธถ์งึจำนวนหนึง่ คา่ความคลาดเคลือ่นจากการปดัเศษจะเพิม่
มากขึ้น และทำให้ความถกูต้องลดลง ดังแสดงในรปู 5.8

รปูที่ 5.8: ความสัมพันธร์ะหวา่งความคลาดเคลือ่นของผลการหาคา่ปรพัินธเ์ชงิตัวเลขตอ่จำนวนชว่งการหาคา่ปรพัินธ์
ท ีเ่พ ิม่ขึ้น

นอกจากน้ันจำนวนการคำนวณกจ็ะเพิม่มากขึ้นตามจำนวนชว่งทีแ่บง่อกีด้วย วธิกีารปรับปรงุความถกูต้องสามารถ
ทำได้โดยการใช้วธินีวิตัน–โคต ทีใ่ช้ฟงักชั์นประมาณเปน็ฟงักชั์นพหนุามอันดับสงูขึ้น นอกจากน้ันแล้วยังมรีะเบยีบวธิ ี
ประมาณคา่นอกชว่งของรชิารด์สัน ซึง่เปน็วธิที ีใ่ช้การหาคา่ปรพัินธเ์ชงิตัวเลขมาคำนวณเพือ่ให้ได้ผลการหาคา่ปรพัินธ์
ท ีแ่มน่ยำขึ้น
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5.3.1 กฎสีเ่หลีย่มคางหมู

พจิารณาความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลายของวธิกีฎสีเ่หล ีย่มคางหมจูะได้วา่

E ≈ − 1
12

(b − a)(h)2 ¯f ′′ (5.47)

ถ้า I1(h1) เปน็คา่ทีไ่ด้จากการหาคา่ปรพัินธ์ และ E1(h1) เปน็คา่ความคลาดเคลือ่นจากการหาคา่ปรพัินธท์ ีช่ว่งการหา
คา่ปรพัินธย์อ่ยของแตล่ะจดุการคำนวณเทา่กับ h1 คำตอบจรงิของการหาคา่ปรพัินธส์ามารถแสดงได้ ดังนี้

I ≈ I1(h1) +E1(h1) ≈ I1(h1) + ch21 (5.48)

โดยที่ c = (−1/12)(b − a) ¯f ′′ เปน็คา่คงที่ ในลักษณะเดยีวกัน I2(h2) เปน็คา่ปรพัินธท์ ีไ่ด้จากชว่งการหาคา่ปรพัินธย์อ่ย
ของแตล่ะจดุการคำนวณเทา่กับ h2 และ E2(h2) เปน็คา่ความคลาดเคลือ่น เราสามารถแสดงได้วา่

I ≈ I2(h2) +E2(h2) ≈ I2(h2) + ch22 (5.49)

หากคา่ ¯f ′′ เปน็คา่คงที่ ๆ ไมข่ึ้นกับระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ จากสมการ (5.48) และ สมการ (5.49) จะได้วา่

I1(h1) + ch21 = I2(h2) + ch22

หรอื
c ≈ I2(h2)− I1(h1)

h21 − h
2
2

(5.50)

แทนคา่ c ลงในสมการ (5.49) จะได้วา่คา่ปรพัินธท์ ีม่คีวามถกูต้องมากขึ้นสามารถคำนวณได้จาก

I ≈ I2(h2) +
I2(h2)− I1(h1){(

h1
h2

)2
− 1

} (5.51)

ถ้า h2 = h1
2 สมการ (5.51) จะเขยีนได้วา่

I ≈ I2(h2) +
I2(h2)− I1(h1)

3

≈ 4
3
I2(h2)−

1
3
I1(h1)

(5.52)

เน ือ่งจากความคลาดเคลือ่นของวธิกีฎสีเ่หล ีย่มคางหมเูปน็อันดับของ O(h2) ดังน้ันคา่ประมาณใหมจ่ากระเบยีบวธิ ี
ประมาณคา่นอกชว่งของรชิารด์สันจะมคีวามคลาดเคลือ่นเปน็อันดับของ O(h4)
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ตัวอยา่ง 5.4. ใช้ผลการคำนวณของการใช้กฎส่ีเหล่ียมคางหม ู จากตารางข้างล่างน้ี ในการคำนวณหาค่าปริ
พันธ์ท่ีดีกว่า โดยใช้ระเบียบวิธีประมาณค่านอกช่วงของริชาร์ดสัน

Number of Step Step Size Integral Value Percent Error

(n) (h) (I )

1 1.5 1.2707119 77.148186

2 0.75 3.8171761 31.353920

3 0.5 4.7305388 14.928484

4 0.375 5.0828342 8.5929899

5 0.3 5.2516432 5.5572190

6 0.25 5.3448267 3.8814559

9 0.1666667 5.4640293 1.7377790

12 0.125 5.5061684 0.97997248

15 0.1 5.5257416 0.62797815

คำตอบจริงมีค่าเท่ากับ: 5.5606613

วิธีทำ ท่ี h1 = 1.5, I1 = 1.2707119, h2 = 0.75 และ I = 3.8171761 จะได้ว่า

I =
4
3
(3.8171761)− 1

3
(1.2707119) = 4.66599750

ซ่ึงผลการคำนวณข้างต้นมีความคลาดเคล่ือนเท่ากับ 16.0891619% ถ้าใช้ h1 = 0.5, I1 = 4.7305388,

h2 = 0.375 และ I = 5.0828342 จะได้

I =
4
3
(5.0828342)− 1

3
(4.7305388) = 5.20026600

ซ่ึงมีความคลาดเคล่ือนเท่ากับ 6.48115899%
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5.3.2 กฎซมิปสั์น 1/3

ความคลาดเคลือ่นของวธิขีองซมิปสั์น 1/3 คอื

E ≈ − 1
180

(b − a)(h)4 ¯f ′′′′ (5.53)

ถ้า I1(h1) และ I2(h2) คอืคา่ทีอ่นิทเิกรตได้จากชว่งยอ่ยของการหาคา่ปรพัินธแ์ตล่ะชว่งการคำนวณ h1 และ h2 ตาม
ลำดับ และความคลาดเคลือ่นทีป่ระมาณได้จากการหาคา่ปรพัินธ์ คอื E1(h1) และ E2(h2) จะได้

I ≈ I1(h1) +E1(h1) ≈ I1(h1) + ch41 (5.54)

และ
I ≈ I2(h2) +E2(h2) ≈ I2(h2) + ch42 (5.55)

จากสมการข้างต้นจะทำให้ได้สมการ
c ≈ I2(h2)− I1(h1)

h41 − h
4
2

(5.56)

แทนคา่ลงในสมการ (5.55) จะได้คา่ปรพัินธท์ ีด่ขีึ้น ดังนี้

I ≈ I2(h2) +
I2(h2)− I1(h1){(

h1
h2

)4
− 1

} (5.57)

ถ้า h2 = (h1/2) สมการ (5.57) จะเขยีนได้วา่

I ≈ 16
15

I2(h2)−
1
15

I1(h1) (5.58)
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5.4 การหาคา่ปรพัินธเ์ชงิตัวเลขของอนิทกิรัลไมต่รงแบบ
การหาคา่ปรพัินธท์ ีผ่า่นมาจะใช้กับการหาคา่ปรพัินธท์ ีม่ชีว่งของการหาคา่ปรพัินธท์ ีแ่นน่อน (Finite in-

tegration) หากต้องการหาคา่ปรพัินธข์องฟงักชั์นทีม่ชีว่งของการอนิทเิกรตเปน็อนันต์ หรอืเกดิสภาวะเอกฐาน
(Singularities) ภายในฟงักชั์นกจ็ะต้องใช้วธิดัีงตอ่ไปนี้

5.4.1 การหาคา่ปรพัินธเ์ชงิตัวเลขทีม่ลีมิติอนันต์ (Numerial integration with infinite lim-

its)

การหาคา่ปรพัินธข์องฟงักชั์น f (x) ทีม่ชีว่งการหาคา่ปรพัินธเ์ปน็อนันต์ เชน่

I1 =
∫ ∞
a

f (x)dx (5.59)

I2 =
∫ b

−∞
f (x)dx (5.60)

I3 =
∫ ∞
−∞

f (x)dx (5.61)

กจ็ะสามารถนำเอาวธิกีารหาคา่ปรพัินธแ์บบกฎสีเ่หลีย่มคางหมมูาใช้ได้ โดยการแบง่ชว่งการหาคา่ปรพัินธเ์ปน็ n ชว่ง
โดยที่ n เปน็ตัวเลขจำนวนเตม็ทีม่คีา่มาก ๆ และ fi = f (xi ), i = 1,2, . . . ,n, xi = a + (i − 1)h และ h คอื ระยะหา่ง
ของแตล่ะจดุการคำนวณ ของการหาคา่ปรพัินธ์

I1 =
∫ ∞
a

f (x)dx ≈ h
n∑
i=1

fi (5.62)

ลักษณะเดยีวกันถ้าฟงักชั์นทีต้่องการหาคา่ปรพัินธเ์ปน็

I3 =
∫ ∞
−∞

f (x)dx ≈ h
n∑

i=−n
fi (5.63)

และ n เปน็จำนวนเตม็ทีม่คีา่มาก ๆ และ h คอื ระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ และ fi = f (xi ) โดยที่

xi = ih; i = −n,−(n− 1),−(n− 2), . . . ,1,0,1,2, . . . , (n− 1),n (5.64)

ในทางปฏบัิตแิล้ว จำนวนคา่ของ n จะเปน็จำนวนทีไ่มร่ ู้คา่ วธินี ี้ใช้ในการกำหนดกค็อืการทดลองเพิม่คา่ของ n แล้ว
ทำการหาคา่ปรพัินธซ้์ำไปจนกวา่คา่ทีไ่ด้จากการหาคา่ปรพัินธเ์ปลีย่นแปลงน้อยจากคา่เดมิน้อยมาก จงึจะถอืวา่คา่ n
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น้ันเปน็คา่ทีเ่หมาะสม

5.4.2 การหาคา่ปรพัินธเ์ชงิตัวเลขทีม่คีวามเปน็สภาวะเอกฐาน (Numerical integration

with singularities)

ในบางกรณฟีงักชั์นทีต้่องการหาคา่ปรพัินธจ์ะเปน็สภาวะเอกฐาน (Singular, หาคา่ไมไ่ด้) ณ จดุใด จดุหนึง่
ในชว่งของการหาคา่ปรพัินธ์ เชน่

I1 =
∫ 4

0

1
√
4− x2

dx (5.65)

I1 =
∫ −2
0

1
√
4− x2

dx (5.66)

I1 =
∫ 26

−2

1
(x +1)2/3

dx (5.67)

โดยทัว่ไปแล้ว หากฟงักชั์นมคีา่เปน็สภาวะเอกฐาน ณ ตำแหนง่ c ในชว่งของการหาคา่ปรพัินธจ์าก a ถงึ b ดังแสดงใน
รปู 5.9

รปูที่ 5.9: การหาคา่ปรพัินธข์องฟงักชั์นทีเ่ปน็เอกฐาน (Singular)

การหาคา่ปรพัินธจ์ะสามารถทำได้ ดังแสดงในสมการ (5.68)

I1 =
∫ b

a
f (x)dx = I1 + I2 ≡

∫ c

a
f (x)dx +

∫ b

c
f (x)dx

= lim
t→c−

∫ t

a
f (x)dx + lim

t→c+

∫ b

t
f (x)dx

(5.68)

โดยทีค่า่ลมิติ t เปน็คา่ทีใ่กล้กับคา่ c มาก ๆ โดยมรีะยะหา่งจาก คา่ c เทา่กับ t→ c− = t→ c+ = (c − t) = ϵ การเลอืก
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คา่ ϵ กส็ามารถทำได้โดยการคำนวณซ้ำแล้วลดคา่ ϵ ลงเร ือ่ย ๆ จนกวา่คา่ปรพัินธท์ ีไ่ด้เปลีย่นแปลงจากคา่เดมิน้อยมาก
กจ็ะถอืวา่คา่ ϵ น้ันเปน็คา่ทีเ่หมาะสม

นอกจากวธิข้ีางต้นแล้วบางกรณวีธิกีารหาคา่ปรพัินธท์ ีล่ะสว่นจะชว่ยหลกีเล ีย่งการเกดิความเปน็สภาวะเอก
ฐานได้ เชน่

I =
∫ 5

0

e2x
√
x
dx = 2e2x

√
x
∣∣∣∣5
0
−
∫ 5

0
4
√
xe2x (5.69)

หรอือาจะใช้วธิเีปลีย่นแปลงตัวแปร (Transformation of variable) กไ็ด้ เชน่

I =
∫ 1

0

1+ x3 + x5
√
x2 − 1

dx (5.70)

หากเปลีย่นตัวแปรเปน็ x = siny หรอื dx = cosydy กจ็ะได้วา่ √x2 − 1 = cosy ซึง่จะทำให้ สมการ (5.70) อยูใ่นรปู

I =
∫ π/2

0
(1 + sin3 y + sin5 y)dy (5.71)

ซึง่จะไมท่ำให้เกดิความเปน็สภาวะเอกฐาน

5.5 การหาคา่ปรพัินธเ์ชงิตัวเลขในสองและสามมติ ิ
บางคร้ังหากต้องการทำการหาคา่ปรพัินธข์องฟงักชั์นสองหรอืสามมติ ิ ดังแสดงในรปู 5.10

ซึง่จะมรีปูของสมการ ดังนี้
I =

∫ ∫
A
f (x,y)dxdy =

∫ b

a

∫ q(x)

p(x)
f (x,y)dy

dx (5.72)

สมการ (5.72) สามารถเขยีนในอกีรปูหนึง่ได้วา่

I =
∫ b

a
X(x)dx (5.73)

โดยที่
X(x) =

∫ q(x)

p(x)
f (x,y)dy (5.74)

ในการคำนวณหาคา่ปรพัินธจ์ากสมการ (5.73) จะต้องแบง่ชว่งของการหาคา่ปรพัินธอ์อกเปน็ n ชว่งเทา่ ๆ กันทีร่ะยะ
(hx) ตามแนวแกน x จากน้ันกส็ามารถใช้วธิกีฎสีเ่หล ีย่มคางหมใูนการหาคา่ปรพัินธ์ ดังน้ัน

I =
hx
2
[X0 +2X1 +2X2 + · · ·+2Xi + · · ·++2Xn−1 +Xn] (5.75)
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รปูที่ 5.10: การคำนวณหาคา่ปรพัินธใ์นฟงักชั์นสองมติ ิ

ในลักษณะเดยีวกันคา่ของ hy จากสมการ (5.74) กส็ามารถหาคา่ได้โดยการแบง่ชว่งการหาคา่ปรพัินธใ์นแนวแกน y

ออกเปน็จำนวนเทา่กันกับแกน x คอื m ชว่ง จะได้วา่

hy =
q(xi )− p(xi )

m
(5.76)

จากน้ันกส็ามารถหาคา่ของ Xi ในสมการ (5.75) ได้ด้วยวธิกีฎสีเ่หล ีย่มคางหมไูด้

Xi =
∫ q(x)

p(x)
f (xi , y)dy =

hy
2
[fi,0 +2fi,1 + · · ·+2fi,j + · · ·+2fi,m−1 + fi,m] (5.77)

โดยที่
fi,j = f (xi , yi,j ); j = 0,1,2, . . . ,m (5.78)

ตัวอยา่ง 5.5. ให้ใช้วิธีกฎส่ีเหล่ียมคางหมหูาค่าปริพันธ์ของสมการข้างล่างน้ี ด้วยช่วง m = n = 2

∫ 1/2

0

∫ 1/2

0
ey−xdydx (E1)
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วิธีทำ

ท่ี n = 2 พิจารณาเทอม
Xi =

∫ q(x)

p(x)
f (xi , y)dy =

∫ 1/2

0
ey−xdy (E2)

สมการ (E1) สามารถแสดงได้ดังน้ี

∫ 1/2

0

∫ 1/2

0
ey−xdydx =

∫ 1/2

0
Xi (x)dx

≈ 1
8
[X(0) + 2X(1/4) +X(1/2)]

≈ 1
8

[∫ 1/2

0
ey−0dy +2

∫ 1/2

0
ey−1/4 +

∫ 1/2

0
ey−1/2

] (E3)

ข้ันตอนต่อไป ใช้วิธีกฎส่ีเหล่ียมคางหมหูาค่าปริพันธ์ของสมการ (E3) ด้วย m = 2

∫ 1/2

0

∫ 1/2

0
ey−xdydx ≈1

8

[∫ 1/2

0
ey−0dy +2

∫ 1/2

0
ey−1/4 +

∫ 1/2

0
ey−1/2

]
≈1
8

[
1
8

[
e0−0 +2e1/4−0 + e1/2−0

]
+

2
1
8

[
e0−1/4 +2e1/4−1/4 + e1/2−1/4

]
+

1
8

[
e0−1/2 +2e1/4−1/2 + e1/2−1/2

] ]
≈ 1
64

[
e0 +2e1/4 + e1/2

]
+

1
32

[
e−1/4 +2e0 + e1/4

]
+

1
64

[
e−1/2 +2e−1/4 + e0

]
≈ 3
32

e0 +
1
16

e−1/4 +
1
64

e−1/2 +
1
16

e1/4 +
1
64

e1/2

≈0.25791494889765

(E4)

โดยท่ี คำตอบจริงมีค่าเท่ากับ 0.255251930412762

นอกจากวธิกีฎสีเ่หล ีย่มคางหมแูล้ว วธิกีารหาคา่ปรพัินธแ์บบอืน่กส็ามารถนำมาใช้ในการหาคา่ปรพัินธแ์บบ
สอง หรอืสามมตินิ ี้ได้เชน่กัน
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แบบฝกึหัดท้ายบท

1. จงคำนวณหาคา่ปรพัินธข์องสมการตอ่ไปนี้

∫ π/2

0
(8 + 4cosx)dx

ด้วยวธิ ี (ก) กฎสีเ่หลีย่มคางหมู (ข) ซมิปสั์น 1/3 (ค) เปรยีบเทยีบผลการคำนวณทีไ่ด้ กับคำตอบจรงิ

2. จงคำนวณหาคา่ปรพัินธข์องสมการตอ่ไปนี้

∫ 4

−2
(1− x − 4x3 +2x5)dx

ด้วยวธิ ี (ก) กฎสีเ่หลีย่มคางหมู 4 ชว่งการคำนวณ (ข) ซมิปสั์น 1/3 (ค) ซมิปสั์น 3/8 (ง) เปรยีบเทยีบผลการ
คำนวณทีไ่ด้กับคำตอบจรงิ และวเิคราะหผ์ลความคลาดเคลือ่นจากผลการเปรยีบเทยีบทีไ่ด้

3. จงคำนวณหาคา่ปรพัินธข์องสมการตอ่ไปนี้

∫ 3

0
x2exdx

ด้วยวธิ ี (ก) ซมิปสั์น 1/3 จำนวน 4 ชว่งการคำนวณ (ค) ซมิปสั์น 3/8 จำนวน 4 ชว่งการคำนวณ
(ง) เปรยีบเทยีบผลการคำนวณทีไ่ด้ และวเิคราะหผ์ลความคลาดเคลือ่นจากผลการเปรยีบเทยีบทีไ่ด้

4. จงคำนวณหาคา่ปรพัินธข์องข้อมลูในตารางตอ่ไปนี้

x -2 0 2 4 6 8 10

f (x) 35 5 -10 2 5 3 20

ด้วยวธิกีฎสีเ่หล ีย่มคางหมู และวธิซีมิปสั์น

5. จงคำนวณหาคา่ปรพัินธข์องสมการตอ่ไปนี้

∫ 2

−2

∫ 4

0
(x2 − 3y2 + xy3)dxdy

ด้วยวธิกีฎสีเ่หล ีย่มคางหมู และวธิซีมิปสั์น

6. จงคำนวณหาระยะทางทีไ่ด้จากการเกบ็ข้อมลูตอ่ไปนี้
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t, min 1 2 3.25 4.5 6 7 8 9 9.5 10

v, m/s 5 6 5.5 7 8.5 8 6 7 7 5

ด้วยวธิกีฎสีเ่หล ีย่มคางหมู

7. ความเรว็ของวัตถทุ ีต่กในแนวดิง่สามารถแสดงได้ดังสมการตอ่ไปนี้

v(t) =
√

gm

cd
tanh

(√
gcd
m

t

)

ถ้า g=9.8 m/s2 , m = 68.1 kg, และ cd=0.25 kg/m จงคำนวณหาระยะตกของวัตถทุ ีว่นิาทที ี่ 10 min ด้วยวธิ ี
ซมิปสั์น 1/3 ที่ 20 ชว่งการคำนวณ

8. ข้อที่ 9 หน้าที่ 814 มวลน้ำสร้างแรงดันตอ่เข ือ่นทีต้่นทางน้ำตามรปูที่ 5.11 ความดันสถติยข์องน้ำสามารถแสดง
เปน็สมการได้ดังนี้

p(z) = ρg(D − z))

โดยที่p(z) คอื ความดัน (Pa) ทีก่ระทำตอ่เข ือ่น ณ ระดับความสงู z (m) จากก้นอา่งเกบ็น้ำ ρ คอื ความหนาแนน่
ของน้ำ (1000 kg/m3) และD คอื ระดับน้ำของผวิน้ำเหนอืก้นอา่งเกบ็น้ำ จากความสัมพันธดั์งกลา่ว ความดันจะ
เพิม่ขึ้นตามความลกึดังทีแ่สดงในรปูที่5.11 ความดันสถติยจ์ะสร้างแรงทีก่ระทำกับเข ือ่น ft ซึง่หาได้จากการคณู
แรงกับพื้นผวิของเข ือ่นดังรปูที่ 5.11 เน ือ่งจากท้ังความดันและพื้นทีข่ึ้นอย ูกั่บความลกึ ดังน้ันแรงกระทำท้ังหมด
จงึหาได้จากสมการดังนี้

รปูท ี่ 5.11: ระดับน้ำเหนอืเข ือ่นและภาพตัดขวางของอา่งเกน็น้ำเหนอืเข ือ่น

ft =
∫ D

0
[ρgw(z)(D − z)]dz

เม ือ่ w(z) คอื ความกว้างของเข ือ่นทีค่วามสงู z หา line of action ได้จากการคำนวณหา

d =

∫ D

0 [ρgzw(z)(D − z)]dz∫ D

0 [ρgw(z)(D − z)]dz

ใช้กฎของ Simpson ในการหาคา่ ft และ d
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9. คานยาว 11 m รับแรงกระทำและแรงเฉอืนตามสมการดังนี้

V (x) = 5+0.25x2

โดยที่ V คอื แรงเฉอืน และ x คอื ระยะทางตามแนวยาวของคาน เนือ่งจาก V = dM/dx และ M คอื โมเมนต์
แรงบดิ ดังน้ัน

M =M0 +
∫ x

0
V dx

ถ้าหาก M0 มคีา่เปน็ 0 และ x = 11 จงคำนวณหา M โดยวธิกีาร (ก) analytic integration (ข) composite

trapezoidal rule (ค) composite Simpson’s rule กำหนดให้ใช้ชว่งการคำนวณปรพัินธเ์ชงิตัวเลขเทา่กับ 1 m

10. ข้อที่ 13 หน้าที่ 816 มวลท้ังหมดของแทง่ทรงกระบอกทีม่คีวามหนาแนน่และพื้นทีห่น้าตัดไมค่งที่ สามารถ
คำนวณได้จาก

m =
∫ L

0
ρ(x)A(x)dx

m คอื มวล, ρ คอื ความหนาแนน่, A คอื พื้นทีห่น้าตัด, x คอื ระยะทางตามแนวยาวของแทง่ทรงกระบอก และ L

คอื ความยาวท้ังหมดของแทง่ทรงกระบอก ข้อมลูด้านลา่งเปน็ข้อมลูทีวั่ดได้จากแทง่ทรงกระบอกยาว 20 m จง
หามวลในหนว่ยกรัมโดยใช้ วธิ ี trapezoidal rule และวธิ ี Simpson’s rule แล้วเปรยีบเทยีบผลการคำนวณเปน็
ร้อยละระหวา่งคำตอบของสองวธินี ี้

x, m 0 4 6 8 12 16 20

ρ, g/cm3 4.00 3.95 3.89 3.80 3.60 3.41 3.30

Ac, cm2 100 103 106 110 120 133 150

11. ภาชนะทรงกลมมรีปูเปดิอย ูท่ ีใ่ต้ภาชนะเพือ่ระบายของไหลออกตามรปูที่ 5.12 ข้อมลูในตารางข้างลา่งนี้เปน็
ข้อมลูทีเ่กบ็อัตราการการไหลเชงิปรมิาตรผา่นรเูปดิทีเ่วลาตา่ง ๆ และในจดุเวลาสดุท้ายคอืเวลาทีถั่งได้ระบาย
ของไหลออกจนหมด
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t, s 0 500 1000 1500 2200 2900

Q, m3/hr 10.55 9.576 9.072 8.640 8.100 7.560

t, s 3600 4300 5200 6500 7000 7500

Q, m3/hr 7.020 6.480 5.688 4.752 3.348 1.404

จงประมาณคา่หาปรมิาตรของของไหลทีถ่กูระบายออกในชว่งเวลาท้ังหมด (ข)ประมาณระดับของไหลเร ิม่ต้นใน
ภาชนะ เมือ่ถังม ี r = 1.5 m ถ้าความสัมพันธร์ะหวา่งปรมิาตรของของไหล V , รัศมี r, และความลกึ H สามารถ
เขยีนได้ดังนี้

V = πH2 3r −H
3

รปูที่ 5.12: ถังน้ำทรงกลมทีม่รีรูะบายน้ำอย ูด้่านลา่ง

12. ลมพายพัุดปะทะตกึระฟา้ด้านหนึง่ตามภาพที่ 5.13 จงใช้วธิ ี trapezoidal, Simpson’s 1/3, และ Simpson 3/8

เพ ือ่คำนวณหา (ก) แรงลัพธท์ ีก่ระทำตอ่ตกึ F ในหนว่ย kN และตำแหนง่แนวเส้นแรงลัพธ์ d ในหนว่ยเมตร โดยที่

F =
∫ H

0
f (z)dz
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d =

∫ H

0 zf (z)dz∫ H

0 f (z)dz

รปูที่ 5.13: ตกึทีถ่กูแรงลมกระทำ
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6.5 การหาอนพัุนธด้์วยการประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นพหนุาม 175

6.6 การประมาณคา่ผลตา่งแบบสบืเนือ่งของอนพัุนธย์อ่ย 179

แบบฝกึหัดท้ายบท 183

การหาอนพัุนธเ์ชงิตัวเลข คอืการคำนวณหาคา่อนพัุนธข์องสมการคณติศาสตรห์รอืชดุข้อมลูด้วยวธิเีชงิ
ตัวเลข งานวเิคราะหห์รอืแก้ปญัหาด้านวศิวกรรมโดยมากจะเกีย่วข้องกับสมการอนพัุนธ์ เชน่ ความเรว็ท ีเ่ปน็อนพัุนธ์
ของการขจัดตอ่เวลา ความเรง่ท ีเ่ปน็อนพัุนธข์องความเรว็ตอ่เวลา หรอืการถา่ยเทความร้อนทีต้่องคำนวณอนพัุนธ์
ของอณุหภมูติอ่ระยะทางในทศิทางทีพ่จิารณาการถา่ยเทความร้อน เปน็ต้น ในบางคร้ังสมการอนพัุนธข์องงานด้าน
วศิวกรรมจะอยูใ่นรปูทีซั่บซ้อน ไมเ่ปน็เชงิเส้น หรอืการหาคำตอบจากสมการอนพัุนธพ์ร้อม ๆ กันทเีดยีวหลาย ๆ
สมการ ซึง่สมการทีอ่ย ูใ่นรปูทีก่ลา่วมาข้างต้นนี้ สามารถคำนวณหาคำตอบด้วยระเบยีบวธิกีารหาคา่อนพัุนธเ์ชงิตัวเลข
ได้ พจิารณานยิามอนพัุนธข์องฟงักชั์น f (x)

df (x)
dx

∣∣∣∣
x0

= f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)− f (x0)
x − x0

(6.1)

คา่ของ (x − x0) ไมเ่ทา่กับศนูย์ ดังน้ัน
f ′(x0) ≈

f (x)− f (x0)
∆x

(6.2)

โดยที่
∆x = x − x0 (6.3)

6.1 พื้นฐานของการประมาณคา่ด้วยผลตา่งแบบสบืเนือ่ง (Finite difference)

พจิาณาฟงักชั์น f (x) ดังแสดงในรปู 6.1 จะเหน็ได้วา่ข้อมลูของฟงักชั์นทีจ่ดุ xi−1, xi , xi+1 สามารถใช้
ในการประมาณคา่อนพัุนธด้์วยวธิผีลตา่งแบบสบืเนือ่งได้ โดยอาศัยสมการที่ (6.2) ซึง่อนพัุนธข์อง f ทีต่ำแหนง่
(xi , yi ) = (df /dx)i จะประมาณได้จาก (∆f /∆x) ซึง่เปน็อัตราสว่นการเปลีย่นแปลงของ f ตอ่ x ทีส่ามารถคำนวณได้

155
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สามแบบดังนี้

(ก)

(ข)

(ค)

รปูที่ 6.1: การประมาณคา่อนพัุนธด้์วยวธิผีลตา่งแบบสบืเนือ่ง (ก) วธิผีลตา่งแบบสบืเนือ่งไปข้างหน้า (ข) วธิผีลตา่ง
แบบสบืเนือ่งไปข้างหลง (ค) วธิผีลตา่งแบบสบืเนือ่งศนูยก์ลาง
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df (x)
dx

∣∣∣∣
i
≈

∆f

∆x
=

fi+1 − fi
xi+1 − xi

(6.4)

df (x)
dx

∣∣∣∣
i
≈

∆f

∆x
=

fi − fi−1
xi − xi−1

(6.5)

df (x)
dx

∣∣∣∣
i
≈

∆f

∆x
=

fi+1 − fi−1
xi+1 − xi−1

(6.6)

โดยที่ fi = f (xi ), fi−1 = f (xi−1) และ fi+1 = f (xi+1) การคำนวณคา่ผลตา่งแบบสบืเนือ่งของสมการแคลคลัูส รวมถงึ
สมการ (6.4) ถงึ (6.6) มที ีม่าได้จากสามแนวทาง คอื ใช้อนกุรมเทยเ์ลอร,์ ใช้ดฟิเฟอเรนซโ์อเปอเรเตอร์ (Difference

operators) และการหาอนพัุนธข์องสมการจากการประมาณคา่ในชว่ง (Interpolation function)

6.2 ผลตา่งแบบสบืเนือ่งจากอนกุรมเทยเ์ลอร์

อนกุรมเทยเ์ลอรข์องฟงักชั์น f (x)รอบตำแหนง่ x = xi สามารถเขยีนได้ ดังนี้

f (x) =f (xi ) + (x − xi )f ′(xi ) +
(x − xi )2

2!
f ′′(xi ) +

(x − xi )3

3!
f ′′′(xi )

+ . . .+
(x − xi )n

n!
f (n)(xi ) + · · ·

(6.7)

อนกุรมเทยเ์ลอรน์ ี้สามารถนำมาประยกุตใ์ช้ได้ในกรณี x มคีา่ใกล้เคยีงกับ xi เทา่น้ัน โดยที่

f ′(xi ) =
df

dx
(x = xi )

หากกำหนดให้ ∆x = x − xi สมการ (6.7) สามารถเขยีนได้วา่

f (xi +∆x) =f (xi ) +∆xf ′(xi ) +
(∆x)2

2!
f ′′(xi ) +

(∆x)3

3!
f ′′′(xi )

+ . . .+
(∆x)n

n!
f (n)(xi ) + · · ·

(6.8)

และถ้ากำหนดให้ −∆x = x − xi และ สมการ (6.7) สามารถเขยีนได้วา่

f (xi −∆x) =f (xi )−∆xf ′(xi ) +
(∆x)2

2!
f ′′(xi )−

(∆x)3

3!
f ′′′(xi )

+ . . .+ (−1)n (∆x)
n

n!
f (n)(xi ) + · · ·

(6.9)

ผลเฉลยจรงิของ f (xi +∆x) และ f (xi −∆x) สามารถคำนวณโดยใช้จำนวนเทอมทีไ่มจ่ำกัดเทา่น้ัน ซึง่ในทางปฏบัิตน้ัิน
f (xi +∆x) และ f (xi −∆x) จะทำการคำนวณได้จากไมก่ ีเ่ทอมแรกของสมการ (6.8) และ (6.9) ถ้าใช้เทอมของ
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อนกุรมเทยเ์ลอรจ์ำนวน n เทอมประมาณคา่ของสมการ (6.8) จะได้ผลการคำนวณแสดงได้ดังรปู 6.2 และคา่
ความคลาดเคลือ่นของการปดัเทอมทีเ่หลอืทิ้งสามารถแสดงได้ดังสมการ (6.10)

รปูที่ 6.2: การประมาณคา่อนพัุนธโ์ดยการเลอืกใช้จำนวนเทอมตา่งกันจากอนกุรมเทยเ์ลอร์

Rn =
(x − xi )n+1

(n+1)!
f n+1(ξ) =

(∆x)n+1

(n+1)!
f n+1(ξ);xi < ξ < x = xi +∆x (6.10)

โดยทีตั่วห้อย n บอกถงึเศษของการประมาณคา่ถงึอันดับที่ nth, f n+1 คอือนพัุนธล์ำดับที่ n + 1 ของ f ทีป่ระเมนิ ณ
ตำแหนง่ ξ ซึง่เปน็ตำแหนง่อย ูร่ะหวา่ง xi และ xi+1 เน ือ่งจาก f n+1(ξ) เปน็คา่คงที่ ดังน้ัน เศษของสมการ (6.10) จงึ
ขึ้นอย ูกั่บ ∆x ทีเ่ขยีนเปน็สมการได้ดังนี้

Rn =O
(
(∆x)n+1

)
(6.11)

สมการที่ (6.11) แสดงให้เหน็วา่ คา่ความคลาดเคลือ่นจะลดลง ถ้า ∆x ลดลง เชน่ ถ้า ∆x มขีนาดลดลงครึง่หนึง่ คา่
ของความคลาดเคลือ่นจะมคีา่เปน็ (1/(2n+1) ของความคลาดเคลือ่นเดมิ รปูที่6.3 คอืการแสดงความหมายของสมการ
(6.11) ทีใ่ช้อันดับทีศ่นูยใ์นรปูของกราฟกิ จะเหน็ได้วา่

R0 ≈ ∆xf ′(ξ) (6.12)

ตัวอยา่ง 6.1. จงใช้อนกุรมเทย์เลอร์คำนวณหาค่าความดัน p ท่ี v = 0.051,0.054 และ 0.065 จากสมการ
Van der Waals
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รปูที่ 6.3: คา่ความคลาดเคลือ่นทีเ่กดิจากการประมาณคา่ด้วยจำนวนเทอมหนึง่เทอม

p =
RT
v − b

− a

v2
(E1)

โดยท่ี R = 0.461889 kJ/kg-K, T = 623.15K, a = 1.7048 และ b = 0.0016895 หากร ู้ ค่า p และอนพัุนธ์ของ
p ท่ีค่า v = 0.05

วิธีทำ ท่ี v = 0.05

p = RT (v − b)−1 − av−2 = 5275.917952 (E2)

p′ =
dp

dv
= −RT (v − b)−2 +2av−3 = −96047.0727 (E3)

p′′ =
d2p

dv2
= 2RT (v − b)−3 − 6av−4 = 3,468,860.696 (E4)

และ
p′′′ =

d3p

dv3
= −6RT (v − b)−4 +24av−5 = −161,560,045.4 (E5)



160 6.2. ผลตา่งแบบสบืเนือ่งจากอนกุรมเทยเ์ลอร์

อนกุรมเทย์เลอร์ ของ p ท่ี (v + dv) เขียนได้ว่า

p(v + dv) = p(v) + p′(v)dv + p′′(v)
(dv)2

2
+ p′′′(v)

(dv)3

6
+ · · · (E6)

คำตอบของ (E6) คือ

Value Two–terms Three–terms Four–terms Exact

of v solution solution solution solution

0.051 5179.871582 5181.605957 5181.579102 5181.575195

0.054 4891.729980 4919.480957 4917.757812 4917.626953

0.060 4315.447754 4488.890625 4461.963867 4462.539062

6.2.1 การประมาณคา่ผลตา่งแบบสบืเนือ่งของอนพัุนธอั์นดับทีห่นึง่
อนกุรมเทยเ์ลอรข์องฟงักชั์น f (x) รอบจดุ x = xi แสดงได้วา่

fi+1 = fi +∆xf ′i +
(∆x)2

2!
f ′′i +

(∆x)3

3!
f ′′′i +

(∆x)4

4!
f ′′′′i +

(∆x)5

5!
f
(5)
i + · · · (6.13)

โดยที่∆x = (xi+1 − xi ) หรอืสามารถเขยีนอกีแบบได้วา่

fi−1 = fi −∆xf ′i +
(∆x)2

2!
f ′′i −

(∆x)3

3!
f ′′′i +

(∆x)4

4!
f ′′′′i − (∆x)5

5!
f
(5)
i + · · · (6.14)

โดยที่∆x = (xi − xi−1) ย้ายข้างสมการ (6.13) หา f ′(x) จะได้

f ′i =
fi+1 − fi

∆x
− (∆x)

2!
f ′′i −

(∆x)2

3!
f ′′′i − · · · (6.15)

f ′i =
fi+1 − fi

∆x
− (∆x)

2
f ′′(ξ);xi < ξ < xi+1 (6.16)

หรอื
f ′i =

fi+1 − fi
∆x

+O(∆x) (6.17)

โดยทีเ่ทอม
O(∆x) = −∆x

2
f ′′(ξ)
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สมการ (6.17) เรยีกวา่ การประมาณคา่ด้วยผลตา่งสบืเน ือ่งแบบผลตา่งไปข้างหน้า (Forward difference) พจิารณา
สมการ (6.14) จะได้

f ′i =
fi − fi−1

∆x
+
(∆x)
2!

f ′′i −
(∆x)2

3!
f ′′′i + · · · (6.18)

f ′i =
fi − fi−1

∆x
+
(∆x)
2

f ′′(ξ);xi−1 < ξ < xi (6.19)

หรอื
f ′i =

fi − fi−1
∆x

+O(∆x) (6.20)

โดยที่
O(∆x) =

∆x
2

f ′′ξ

สมการ (6.20) เรยีกวา่ การประมาณคา่ผลตา่งสบืเน ือ่งแบบผลตา่งไปข้างหลัง (Backward difference) ถ้านำเอา
สมการ (6.13) ต้ังลบด้วยสมการ (6.14) จะได้

fi+1 − fi = 2∆xf ′i +
(∆x)3

3
f ′′′i +

(∆x)5

60
f
(5)
i + · · · (6.21)

ซึง่สามารถย้ายข้าง หาคา่ f ′i ได้

f ′i =
fi+1 − fi−1

2∆x
− (∆x)2

6
f ′′′i −

(∆x)4

120
f
(5)
i − · · · (6.22)

f ′i =
fi+1 − fi−1

2∆x
− (∆x)2

6
f ′′′(ξ);xi−1 < ξ < xi+1 (6.23)

หรอื
f ′i =

fi+1 − fi−1
2∆x

+O(∆x2) (6.24)

โดยที่
O(∆x2) = − (∆x)

2

2
f ′′′ξ

สมการ (6.24) เรยีกวา่การประมาณคา่ผลตา่งสบืเน ือ่งแบบผลตา่งศนูยก์ลาง (Central difference) จะสังเกตไุด้วา่ คา่
ความคลาดเคลือ่นของผลตา่งศนูยก์ลางเปน็สัดสว่นของ (∆x)2 ซึง่แมน่ยำกวา่แบบผลตา่งไปข้างหน้าและผลตา่งไปข้าง
หลัง เน ือ่งจาก เมือ่ ∆x ลดลงครึง่หนึง่ความคลาดเคลือ่นของผลตา่งศนูยก์ลางจะลดลงสีเ่ทา่
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6.2.2 การประมาณคา่ผลตา่งแบบสบืเนือ่งผลตา่งแบบสบืเนือ่งสำหรับอนพัุนธอั์นดับสอง

การประมาณคา่อนพัุนธอั์นดับสอง ทำได้ด้วยการกำจัดเทอมอนพัุนธอั์นดับทีห่นึง่ออกจากอนกุรมเทยเ์ลอร์
ถ้าเราพจิารณาอนกุรมเทยเ์ลอรส์ำหรับตำแหนง่ fi+2 = f (xi+2) โดยใช้สมการ (6.7) โดยที่ (x−xi ) = (xi+2−xi ) = 2∆x

ดังแสดงในรปู 6.4

รปูที่ 6.4: กรดิของอนกุรมเทยเ์ลอรส์ำหรับตำแหนง่ fi+2

fi+2 = f (xi ) + (2∆x)f ′i +
(2∆x)2

2!
f ′′i +

(2∆x)3

3!
f ′′′i + · · · (6.25)

นำเอาคา่ 2 คณูสมการ (6.13) แล้วเอาไปลบออกจากสมการ (6.25) จะได้

fi+2 − 2fi+1 = −fi + (∆x)2f ′′i + (∆x)3f ′′′i − · · · (6.26)

ย้ายข้างสมการ (6.26) จะได้ คา่อนพัุนธอั์นดับสอง f ′′i ดังน ี้

f ′′i =
fi+2 − 2fi+1 + fi

(∆x)2
− (∆x)f ′′′i + · · · (6.27)

หรอื
f ′′i =

fi+2 − 2fi+1 + fi
(∆x)2

+O(∆x) (6.28)

สมการข้างต้น คอืผลตา่งไปข้างหน้าของ f ′′i สว่นในกรณผีลตา่งไปข้างหลังสามารถพจิารณาได้จาก fi−2 = f (xi−2)
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โดยที่ (x − xi ) = −2∆x
fi−2 = fi − (2∆x)f ′i +

(2∆x)2

2!
f ′′i −

(2∆x)3

3!
f ′′′i + · · · (6.29)

ถ้านำเอาคา่ 2 คณูสมการ (6.14) แล้วเอาไปลบออกจาก สมการ (6.29) จะได้

fi−2 − 2fi−1 = −fi + (∆x)2f ′′i − (∆x)
3f ′′′i + · · · (6.30)

ซึง่จะได้
f ′′i =

fi − 2fi−1 + fi−2
(∆x)2

+O(∆x) (6.31)

ถ้านำเอาสมการ (6.12) บวกกับสมการ (6.13) จะได้

fi+1 + fi−1 = 2fi + (∆x)2f ′′i +
(∆x)4

12
f ′′′′i + · · · (6.32)

จะได้
f ′′i =

fi+1 − 2fi + fi−1
(∆x)2

+O((∆x)2) (6.33)

สมการ (6.33) เรยีกวา่ผลตา่งศนูยก์ลาง สำหรับ f ′′i

ตัวอยา่ง 6.2. จงคำนวณค่า (dp/dv ) และ (d2p/dv2) ของสมการ Van der Waals ท่ี v = 0.05 โดยใช้ ผลต่าง
ไปข้างหลัง ผลต่างไปข้างหน้า และผลต่างศนูย์กลาง

p =
RT
v − b

− a

v2
(E1)

โดยท่ี R = 0.461889 kJ/kg-K, T = 623.15K, a = 1.7048 และ b = 0.0016895

วิธีทำ พิจารณา ∆v = 0.005 จากสมการ จะได้ว่า

p(v) =
RT

(v − b)
− a

v2
=

287.8261304
v − 0.0016895

− 1.7048
v2

(E2)
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ผลต่างไปข้างหลัง

dp

dv

∣∣∣∣
v=0.05

=
1

(∆v)
(p|v − p|v−∆v) =

1
0.005

(p(0.05)− p(0.045))

= (5275.918457− 5803.767090)/0.005

= −0.1055697266× 106

d2p

dv2

∣∣∣∣
v=0.05

=
1

(∆v)2
(p|v − 2p|v−∆v + p|v−2∆v)

=
1

(0.005)2
(p(0.05)− 2p(0.045) + p(0.04))

=
1

(0.005)2
(5275.918457− 2(5803.767090) + 6447.483398)

= 0.4634707000× 107

(E3)

ผลต่างไปข้างหน้า

dp

dv

∣∣∣∣
v=0.05

=
1

(∆v)
(p|v+∆v − p|v) =

1
0.005

(p(0.055)− p(0.05))

= (4835.481445− 5275.918457)/0.005

= −0.8808740625× 105

d2p

dv2

∣∣∣∣
v=0.05

=
1

(∆v)2
(p|v+2∆v − 2p|v+∆v + p|v)

=
1

(0.005)2
(p(0.06)− 2p(0.055) + p(0.05))

=
1

(0.005)2
(4462.539062− 2(4835.481445) + 5275.918457)

= 0.2699785250× 107

(E4)
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ผลต่างศนูย์กลาง

dp

dv

∣∣∣∣
v=0.05

=
1

2(∆v)
(p|v+∆v − p|v−∆v) =

1
0.01

(p(0.055)− p(0.045))

= (4835.481445− 5803.767090)/0.01

= −0.9682857031× 105

d2p

dv2

∣∣∣∣
v=0.05

=
1

(∆v)2
(p|v+∆v − 2p|v + p|v−∆v)

=
1

(0.005)2
(p(0.055)− 2p(0.05) + p(0.045))

=
1

(0.005)2
(4835.481445− 2(5275.918457) + 5803.767090)

= 0.3496465000× 107

(E5)

ค่าจริงของอนพัุนธ์

dp

dv

∣∣∣∣
v=0.05

= −0.9204707031× 105

d2p

dv2

∣∣∣∣
v=0.05

= 0.3468860750× 107
(E6)

6.2.3 การประมาณคา่อนพัุนธล์ำดับสงูด้วยผลตา่งแบบสบืเนือ่ง

ในการคำนวณคา่ประมาณของอนพัุนธล์ำดับสงู ๆ น้ัน สามารถนำเทคนคิทีใ่ช้ในการหาอนพัุนธล์ำดับทีห่นึง่
และสองมาประยกุตใ์ช้ได้ เชน่ ในการหาคา่ประมาณของ f ′′′i+3

fi+3 = fi + (3∆x)f ′i +
(3∆x)2

2!
f ′′i +

(3∆x)3

3!
f ′′′i +

(3∆x)4

4!
f ′′′′i + · · · (6.34)

ใช้สมการ (6.34), (6.25) และ (6.13) ในการคำนวณหา

fi+3 − 3fi+2 +3fi+1 = fi + (∆x)3f ′′′i +
3
2
(∆x)4f ′′′′i + · · · (6.35)

f ′′′i =
fi+3 − 3fi+2 +3fi+1 − fi

(∆x)3
− 3
2
(∆x)f ′′′′i (6.36)

หรอื
f ′′′i =

fi+3 − 3fi+2 +3fi+1 − fi
(∆x)3

+O(∆x) (6.37)
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ในลักษณะเดยีวกัน ถ้าเราลบสมการ (6.25) ด้วยสมการ (6.29) จะได้

fi+2 − fi−2 = 4∆xf ′i +
8(∆x)3

3
f ′′′i +

8(∆x)5

15
f
(5)
i + · · · (6.38)

แทนคา่ สมการ (6.22) ลงในสมการ (6.38) จะได้

fi+2 − fi−2 =4∆x
{
fi+1 − fi−1

2∆x
− (∆x)2

6
f ′′′i −

(∆x)5

120
f
(5)
i − · · ·

}
+
8
3
(∆x)3f ′′′i +

8
15

(∆x)5f (5)
i + · · ·

=2fi+1 − 2fi−1 −
2
3
(∆x)3f ′′′i −

1
30

(∆x)5f (5)
i − · · ·

+
8
3
(∆x)3f ′′′i

8
15

(∆x)5f (5)
i + · · ·

(6.39)

สมการ (6.39) เรยีกวา่ผลตา่งศนูยก์ลาง สำหรับ f ′′′i+3 โดยจัดรปูใหม ่ ดังน ี้

f ′′′i =
fi+2 − 2fi+1 +2fi−1 − fi−2

2(∆x)3
−O((∆x)2) (6.40)

การประมาณคา่อนพัุนธอั์นดับสงูทีใ่ช้กันบอ่ย สามารถแสดงได้ ดังตารางที่ 6.1

6.2.4 การประมาณคา่ด้วยผลตา่งแบบสบืเนือ่งทีม่คีวามแมน่ยำสงูขึ้น

จากการประมาณคา่อนพัุนธข้์างต้น จะเหน็ได้วา่ การประมาณคา่แบบผลตา่งไปข้างหน้า และผลตา่งไปข้าง
หลัง จะมคีวามคลาดเคลือ่นเทา่กับ O(∆x) ในขณะทีผ่ลตา่งศนูยก์ลางจะมคีวามคลาดเคลือ่น O(∆x)2 การประมาณ
คา่อนพัุนธด้์วยวธิผีลตา่งศนูยก์ลางสามารถทำให้ความแมน่ยำสงูขึ้นได้ โดยการเพิม่เทอมของอนกุรมเทยเ์ลอร์ เชน่ ผล
ตา่งไปข้างหน้าของ f ′i

f ′i =
fi+1 − fi

∆x
− ∆x

2
f ′′i −

(∆x)2

6
f ′′′i − · · · (6.41)

แทนคา่ สมการ (6.27) ลงในสมการ (6.41) จะได้

f ′i =
fi+1 − fi

∆x
− ∆x

2

[
fi+2 − 2fi+1 + fi

(∆x)2
− (∆x)f ′′′i + · · ·

]
− (∆x)2

6
f ′′′i − · · ·

=
−fi+2 +4fi+1 − 3fi

2∆x
+
(∆x)2

3
f ′′′i − · · ·

(6.42)

หรอื
f ′i =

−fi+2 +4fi+1 − 3fi
2∆x

+O((∆x)2) (6.43)
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ตารางที่ 6.1: สตูรการประมาณคา่อนพัุนธด้์วยวธิผีลตา่งแบบสบืเนือ่งทีใ่ช้บอ่ย
Type of Formula Truncation

approximation error

Forward f ′i = (fi+1 − fi )/(∆x) O(∆x)

differences f ′′i = (fi+2 − 2fi+1 + fi )/(∆x)2

f ′′′i = (fi+3 − 3fi+2 +3fi+1 − fi )/(∆x)3

f ′′′′i = (fi+4 − 4fi+3 +6fi+2 − 4fi+1 + fi )/(∆x)4

Backward f ′i = (fi − fi−1)/(∆x) O(∆x)

differences f ′′i = (fi − 2fi−1 + fi−2)/(∆x)2

f ′′′i = (fi − 3fi−1 +3fi−2 − fi−3)/(∆x)3

f ′′′′i = (fi − 4fi−1 +6fi−2 − 4fi−3 + fi−4)/(∆x)4

Central f ′i = (fi+1 − fi−1)/(2∆x) O(∆x)2

differences f ′′i = (fi+1 − 2fi + fi−1)/(∆x)2

f ′′′i = (fi+2 − 2fi+1 +2fi−1 − fi−2)/(2(∆x)3)

f ′′′′i = (fi+2 − 4fi+1 +6fi − 4fi−1 + fi−2)/(∆x)4

จากสมการ (6.43) จะเหน็ได้วา่ ความแมน่ยำของ f ′i เพ ิม่ขึ้นจาก O(∆x) ในสมการ (6.17) เปน็ O(∆x)2 ความแมน่ยำ
ของการประมาณคา่ด้วยผลตา่งแบบสบืเนือ่งสำหรับอนพัุนธล์ำดับสงูอ ืน่ ๆ กส็ามารถทำได้โดยเทคนคิเดยีวกันกับข้าง
ต้นนี้ ตารางที่ 6.2 แสดงสตูรการประมาณคา่ด้วยผลตา่งแบบสบืเนือ่งตา่ง ๆ ทีม่คีวามแมน่ยำสงู
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ตารางที่ 6.2: สตูรของการประมาณคา่อนพัุนธด้์วยผลตา่งแบบสบืเนือ่งอันดับสงู
Type of Formula Truncation

approx. error

Forward f ′i = (−fi+2 +4fi+1 − 3fi )/(2(∆x)) O(∆x)2

differences f ′′i = (−fi+3 +4fi+2 − 5fi+1 +2fi )/(∆x)2

f ′′′i = (−3fi+4 +14fi+3 − 24fi+2 +18fi+1 − 5fi )/(2(∆x)3)

f ′′′′i = (−2fi+5 +11fi+4 − 24fi+3 +26fi+2 − 14fi+1 +3fi )/(∆x)4

Backward f ′i = (3fi − 4fi−1 + fi−2)/(2(∆x)) O(∆x)2

differences f ′′i = (2fi − 5fi−1 +4fi−2 − fi−3)/(∆x)2

f ′′′i = (5fi − 18fi−1 +24fi−2 − 14fi−3 +3fi−4)/(2(∆x)3)

f ′′′′i = (3fi − 14fi−1 +26fi−2 − 24fi−3 +11fi−4 − 2fi−5)/(∆x)4

Central f ′i = (−fi+2 +8fi+1 − 8fi−1 + fi−2)/(12(∆x)) O(∆x)4

differences f ′′i = (−fi+2 +16fi+1 − 30fi +16fi−1 − fi−2)/(12(∆x)2)

f ′′′i = (−fi+3 +8fi+2 − 13fi+1 +13fi−1 − 8fi−2 + fi−3)/(8(∆x)3)

f ′′′′i = (−fi+3 +12fi+2 − 39fi+1 +56fi − 39fi−1 +12fi−2 − fi−3)/(6(∆x)4)
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ตัวอยา่ง 6.3. จงคำนวณหาความเร็ว (dy/dt) , ความเร่ง (d2y/dt2) และการกระตกุ (d3y/dt3) ท่ีเวลา
t = 0.05, 0.20 และ 0.60sec โดยใช้การประมาณค่าด้วยผลต่างแบบสืบเน่ืองท่ีระยะห่างของแต่ละจดุการ
คำนวณ (Step size), ∆t = 0.05sec จากข้อมลูการวัดการส่ันสะเทือนของวัตถท่ีุเวลาต่าง ๆ มีค่าดังตารางต่อ
ไปน้ี

Station, i Time, ti (sec) Displacement, yi (inch)

1 0.05 0.144

2 0.1 0.172

3 0.15 0.213

4 0.20 0.296

5 0.25 0.070

6 0.30 0.085

7 0.35 0.525

8 0.40 0.110

9 0.45 0.062

10 0.50 0.055

11 0.55 0.042

12 0.60 0.035

วิธีทำ จากตารางข้อมลูเราสามารถคำนวณค่าอนพัุนธ์ท่ีเวลา t = 0.05 sec และ t = 0.60 sec โดยวิธีผลต่างไป
ข้างหน้า และผลต่างไปข้างหลัง ตามลำดับ ส่วนท่ีเวลา t = 0.20 sec จะใช้วิธีผลต่างศนูย์กลาง

ท่ีเวลา t = 0.05 sec สมการผลต่างไปข้างหน้า คือ

y′i =
dy

dt
(ti ) =

yi+1 − yi
∆t

(E1)
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y′′i =
d2y

dt2
(ti ) =

yi+2 − 2yi+1 + yi
(∆t)2

(E2)

y′′′i =
d3y

dt3
(ti ) =

yi+3 − 3yi+2 +3yi+1 − yi
(∆t)3

(E3)

กำหนดให้ i = 1 และ t = 0.05 จะได้ว่า

y′1 = y′(0.05) =
y2 − y1
∆t

=
0.172− 0.144

0.05
= 0.56 in/sec

y′′1 = y′′(0.05) =
y3 − 2y2 + y1

(∆t)2
=
0.213− 2(0.172) + 0.144

(0.05)2
= 5.20 in/sec2

และ

y′′′1 = y′′′(0.05) =
y4 − 3y3 +3y2 − y1

(∆t)3

=
0.296− 3(0.213) + 3(0.172)− 0.144

(0.05)3

= 232.0 in/sec3

ท่ีเวลา t = 0.20 sec สมการผลต่างศนูย์กลาง คือ

y′i =
dy

dt
(ti ) =

yi+1 − yi−1
2∆t

(E4)

y′′i =
d2y

dt2
(ti ) =

yi+1 − 2yi + yi−1
(∆t)2

(E5)

และ
y′′′i =

d3y

dt3
(ti ) =

yi+2 − 2yi+1 +2yi−1 − yi−2
2(∆t)3

(E6)

กำหนดให้ i = 4 และ t = 0.05 จะได้ว่า

y′4 = y′(0.20) =
y5 − y3
2∆t

=
0.070− 0.213

2(0.05)

= −1.43 in/sec

y′′4 = y′′(0.20) =
y5 − 2y4 + y3

(∆t)2
=
0.070− 2(0.296) + 0.213

(0.05)2

= −123.60 in/sec2
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และ

y′′′4 = y′′′(0.20) =
y6 − 2y5 +2y3 − y2

2(∆t)3

=
0.085− 2(0.070) + 2(0.213)− 0.172

2(0.05)3

= 796.0 in/sec3

ท่ีเวลา t = 0.60 sec

y′i =
dy

dt
(ti ) =

yi − yi−1
∆t

(E7)

y′′i =
d2y

dt2
(ti ) =

yi − 2yi−1 + yi−2
(∆t)2

(E8)

และ
y′′′i =

d3y

dt3
(ti ) =

yi − 3yi−1 +3yi−2 − yi−3
(∆t)3

(E6)

กำหนดให้ i = 12 จะได้

y′12 = y′(0.60) =
y12 − y11

∆t
=
0.035− 0.042

(0.05)

= −0.14 in/sec

y′′12 = y′′(0.60) =
y12 − 2y11 + y10

(∆t)2
=
0.035− 2(0.042) + 0.055

(0.05)2

= 2.4 in/sec2

และ

y′′′12 = y′′′(0.60) =
y12 − 3y11 +3y10 − y9

(∆t)3

=
0.035− 3(0.042) + 3(0.055)− 0.062

(0.05)3

= 96.0 in/sec3
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6.3 ตัวดำเนนิการผลตา่ง (Difference operators)

การคำนวณผลตา่งแบบสบืเนือ่งมักจะใช้สำหรับการคำนวณหาคา่จากชดุข้อมลูทีเ่ปน็ข้อมลูจากการทดลอง
fi−2, fi−1, fi , fi+1, fi+2 หรอืจากคา่ของฟงักชั์น ณ ตำแหนง่ตา่ง ๆ เชน่ f (x − 2h), f (x − h), f (x), f (x + h), f (x +2h)

โดยทีค่า่ fi หรอื f (x) จะสอดคล้องกับคา่ของ x ทีแ่ตล่ะตำแหนง่ทีม่รีะยะหา่งเทา่ ๆ กัน สว่นการใช้ตัวดำเนนิการผล
ตา่งมักจะถกูใช้ในการคำนวณจากคา่ของ f (x) ทีต่ำแหนง่ x ตา่ง ๆ

∆ = Forward difference operator (6.44)

∆fi = fi+1 − fi

∇ = Backward difference operator (6.45)

∇fi = fi − fi−1

และ

δ = Central difference operator (6.46)

δfi = fi+ 1
2
− fi− 1

2

หรอื
δfi+ 1

2
= fi+1 − fi (6.47)

โดยที่
fi = f (xi ), fi+1 = f (xi+1) = f (xi +∆x), fi+ 1

2
= f

(
xi +

∆x
2

)

สำหรับตัวดำเนนิการผลตา่งอันดับ k-th กส็ามารถเขยีนได้เปน็ ∆k , ∇k และ δk เชน่ ตัวดำเนนิการผลตา่งอันดับสอง
ของ f (x) ที่ xi สามารถเขยีนได้ ดังนี้

∆2fi = ∆(∆fi ) = ∆(fi+1 − fi )

= ∆fi+1 −∆fi = (fi+2 − fi+1)− (fi+1 − fi )

= fi+2 − 2fi+1 + fi

(6.48)
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∇2fi = ∇(∇fi ) = ∇(fi − fi−1)

= ∇fi −∇fi−1 = (fi − fi−1)− (fi−1 − fi−2)

= fi − 2fi−1 + fi−2

(6.49)

และ

δ2fi = δ(δfi ) = δ(fi+ 1
2
− fi− 1

2
)

= δfi+ 1
2
− δfi− 1

2
= (fi+1 − fi )− (fi − fi−1)

= fi+1 − 2fi + fi−1

(6.50)

ตัวดำเนนิการผลตา่งทีต่า่งกันสามารถใช้รว่มกันได้ เชน่

∆∇fi = ∆(∇fi ) = ∆(fi − fi−1)

= (fi+1 − fi )− (fi − fi−1) = fi+1 − 2fi + fi−1

(6.51)

และ

∇∆fi = ∇(∆fi ) = ∇(fi+1 − fi )

= (fi+1 − fi )− (fi − fi−1) = fi+1 − 2fi + fi−1

(6.52)

ตัวดำเนนิการผลตา่งอันดับสงูขึ้นกส็ามาถแสดงได้ด้วยวธิเีดยีวกัน เชน่

∇3fi = fi+3 − 3fi+2 +3fi+1 − fi (6.53)

∇4fi = fi+4 − 4fi+3 +6fi+2 − 4fi+1 + fi (6.54)

และ
∇5fi = fi+5 − 5fi+4 +10fi+3 − 10fi+2 +5fi+1 − fi (6.55)
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6.4 การประมาณคา่อนพัุนธโ์ดยใช้ตัวดำเนนิการผลตา่ง

การใช้ตัวดำเนนิการผลตา่งในการประมาณคา่อนพัุนธส์ามารถทำได้ดังนี้

d
dx
≈ ∆

∆x
การประมาณคา่โดยตัวดำเนนิการผลตา่งไปข้างหน้า (6.56)

d
dx
≈ ∇
∇x

การประมาณคา่โดยตัวดำเนนิการผลตา่งไปข้างหลัง (6.57)

และ
d
dx
≈ δ

δx
การประมาณคา่โดยตัวดำเนนิการผลตา่งศนูยก์ลาง (6.58)

จากการประยกุตใ์ช้สมการ (6.56) ถงึสมการ (6.58) กับฟงักชั์น f (x) จะสามารถประมาณคา่อนพัุนธไ์ด้ดังนี้

d
dx
≈ δ

δx
f (x)

∣∣∣∣
xi
=

δfi
δxi

=
fi+1 − fi
xi+1 − xi

=
fi+1 − fi

h
(6.59)

d
dx
≈ ∇
∇x

f (x)
∣∣∣∣
xi
=
∇fi
∇xi

=
fi − fi−1
xi − xi−1

=
fi − fi−1

h
(6.60)

และ
d
dx
≈ δ

δx
f (x)

∣∣∣∣
xi
=

δfi
δxi

=
fi+1 − fi−1
xi+1 − xi−1

=
fi+1 − fi−1

2h
(6.61)

จะสังเกตได้วา่ผลตา่งศนูยก์ลางในสมการ (6.58) จะใช้ชว่งการคำนวณเทา่กับ 2h เพ ือ่เล ีย่งการคำนวณคา่ที่ fi+ 1
2
และ

fi− 1
2
นอกจากน้ันแล้วผลตา่งศนูยก์ลางยังสามารถคำนวณจากการหาคา่เฉลีย่ของตัวดำเนนิการผลตา่งไปข้างหน้า และ

ตัวดำเนนิการผลตา่งไปข้างหลังได้อกีด้วย

df (x)
dx

∣∣∣∣
xi
≈ 1

2

(
∆

∆x
+
∇
δx

)
fi =

1
2

(
∆fi
∆xi

+
∇fi
δxi

)
=
fi+1 − fi−1

2h
(6.62)

อนพัุนธอั์นดับสงูสามารถคำนวณได้ด้วยตัวดำเนนิการผลตา่งโดยการประยกุตใ์ช้สมการ (6.56) ถงึ สมการ (6.58) เชน่
อนพัุนธอั์นดังสองของ f (x) ที่ xi สามารถประมาณ ได้ดังนี้

d2f (x)
dx2

∣∣∣∣
xi
=

d
dx

(
df (x)
dx

) ∣∣∣∣
xi
≈ ∆

∆x

(
∆f

∆x

) ∣∣∣∣
xi
≈

∆2fi
(∆x)2

=
fi+2 − 2fi+1 + fi

h2

(6.63)
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d2f (x)
dx2

∣∣∣∣
xi
=

d
dx

(
df (x)
dx

) ∣∣∣∣
xi
≈ ∇
∇x

(
∇f
∇x

) ∣∣∣∣
xi
≈
∇2fi
(∇x)2

=
fi − 2fi−1 + fi−2

h2

(6.64)

และ

d2f (x)
dx2

∣∣∣∣
xi
=

d
dx

(
df (x)
dx

) ∣∣∣∣
xi
≈ δ

δx

(
δf

δx

) ∣∣∣∣
xi
≈

δ2fi
(δx)2

=
fi+1 − 2fi + fi−1

h2

(6.65)

ความสัมพันธร์ะหวา่งอนพัุนธ์ และตัวดำเนนิการผลตา่งในสมการ (6.56) ถงึ สมการ (6.58) เปน็การประมาณคา่เทา่น้ัน

6.5 การหาอนพัุนธด้์วยการประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นพหนุาม
การทำการประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นพหนุามทกุฟงักชั์นสามารถนำมาใช้ในการประมาณคา่ของผลตา่ง

แบบสบืเนือ่งได้

6.5.1 อนกุรมกำลังของการประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นพหนุาม
(Power Series Interpolating Polynomial)

การคำนวณหาคา่สัมประสทิธ ิข์องการประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นพหนุามอันดับที่ nth ทีผ่า่นข้อมลู (n +

1) จดุ สามารถนำมาใช้ในการประมาณคา่อนพัุนธไ์ด้ พจิารณาสมการพหนุามอันดับที่ 2 ของ f (x) ทีผ่า่นจดุสามจดุ
(xi , fi ), (xi+1, fi+1) และ (xi+2, fi+2) ดังแสดงในรปู 6.5

f (x) = a0 + a1x + a2x
2 (6.66)

โดยที่ a0, a1 และ a2 เปน็สัมประสทิธ ิท์ ีไ่มร่ ู้คา่ โดยการกำหนดให้สมการพหนุามนี้ผา่นจดุข้อมลูท้ังสามจดุ จะได้วา่

f (x = xi ) = fi = a0 + a1xi + a2x
2
i (6.67)

f (x = xi+1 = xi + h) = fi+1 = a0 + a1(xi + h) + a2(xi + h)2 (6.68)

และ
f (x = xi+2 = xi +2h) = fi+2 = a0 + a1(xi +2h) + a2(xi +2h)2 (6.69)
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รปูที่ 6.5: สมการพหนุามอันดับที่ 2 ของ f (x) ทีผ่า่นจดุสามจดุ (xi , fi ), (xi+1, fi+1) และ (xi+2, fi+2)

คำนวณหาคา่สัมประสทิธ ิข์อง a0, a1 และ a2 จากสมการ (6.67) ถงึสมการ (6.69) ถ้า xi = 0, xi+1 = h และ xi+2 = 2h

จะได้สมการ
fi = a0 (6.70)

fi+1 = a0 + a1h+ a2h
2 (6.71)

และ
fi+2 = a0 +2a1h+4a2h

2 (6.72)

ผลเฉลยของสมการ (6.70) ถงึสมการ (6.72) คอื
a0 = fi (6.73)

a1 =
−fi+2 +4fi+1 − 3fi

2h
(6.74)

และ
a2 =

fi+2 − 2fi+1 + fi
2h2

(6.75)

ทำการหาอนพัุนธข์องสมการ (6.66) และแทนคา่ด้วยสมการ (6.74) และสมการ (6.75) จะได้

f ′(xi ) = f ′i = f ′(x = 0) = a1 +2a2xi = a1 =
−fi+2 +4fi+1 − 3fi

2h
(6.76)
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และ
f ′′(xi ) = f ′′i = f ′′(x = 0) = 2a2 =

fi+2 − 2fi+1 + fi
h2

(6.77)

สมการ (6.76) และสมการ (6.77) คอืการประมาณคา่แบบผลตา่งแบบสบืเนือ่ง ซึง่จะมคีา่เหมอืนกับสมการ (6.43)

และสมการ (6.33) ตามลำดับ
การประมาณคา่ผลตา่งแบบสบืเนือ่งด้วยด้วยการประมาณคา่ในชว่งแบบพหนุามนี้มปีระโยชนม์ากในกรณที ี่

ชดุข้อมลูมรีะยะหา่งทีไ่มค่งที่ เชน่ ชดุข้อมลูดังแสดงในรปู 6.6

รปูที่ 6.6: สมการพหนุามอันดับที่ 2 ของ f (x) ทีผ่า่นจดุสามจดุ (xi , fi ), (xi+1, fi+1) และ (xi+2, fi+2) ทีม่รีะยะหา่ง
ระหวา่งข้อมลูไมค่งที่

โดยที่ xi+1 = xi + h และ xi+2 = xi +4h ถ้ากำหนดให้ xi = 0, xi+1 = h และ xi+2 = 4h จากสมการ (6.66) จะได้คา่

fi = a0 (6.78)

fi+1 = a0 + a1h+ a2h
2 (6.79)

และ
fi+2 = a0 +4a1h+16a2h

2 (6.80)

ผลเฉลยของสมการ (6.78) ถงึสมการ (6.80) คอื
a0 = fi (6.81)



178 6.5. การหาอนพัุนธด้์วยการประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นพหนุาม

a1 =
−fi+2 +16fi+1 − 15fi

12h
(6.82)

และ
a2 =

fi+2 − 4fi+1 +3fi
12h2

(6.83)

ทำการหาอนพัุนธข์องสมการ (6.66) และแทนคา่ด้วยสมการ (6.82) และสมการ (6.83) จะได้

f ′(xi ) = f ′i = f ′(x = 0) = a1 +2a2xi = a1 =
−fi+2 +16fi+1 − 15fi

12h
(6.84)

และ
f ′′(xi ) = f ′′i = f ′′(x = 0) = 2a2 =

fi+2 − 4fi+1 +3fi
6h2

(6.85)

วธินี ี้สามารถนำไปประยกุตใ์ช้กับการประมาณคา่ผลตา่งแบบสบืเนือ่งสำหรับอนพัุนธอั์นดับทีส่งูขึ้นไปได้

6.5.2 การประมาณคา่ในชว่งพหนุามของนวิตัน (Newton’s interpolation polynomial)

พจิารณาสมการ p(x) ทีฟ่ติผา่นข้อมลู (n+1) จดุ

p(x) =fn(x) = f (x0) +
∆f0
h

(x − x0) +
∆2f0
2!h2

(x − x0 − h)

+ · · ·+
∆nf0
n!h2

(x − x0 − h) · · · (x − x0 − (n− 1)h)
(6.86)

ในการประมาณคา่อนพัุนธอั์นดับสอง กำหนดให้ n = 2 ดังน ี้

p(x) = f (x0) +
∆f0
h

(x − x0) +
∆2f0
2h2

(x − x0 − h) (6.87)

ทำการหาคา่อนพัุนธข์องสมการ (6.87) จะได้

p′(x) =
1
h
∆f0 +

∆2f0
2h2

(2x − 2x0 − h) (6.88)

กำหนดให้ x = x0, x0 +h, และ x0 +2h แล้วแทนคา่ในสมการ (6.88) และใช้สมการ (6.44) และสมการ (6.48) จะพบ
วา่

p′(x0) =
1
2h

[2∆f0 − δ2f0] =
1
2h

[2(f1 − f0)− (f2 − 2f1 + f0)]

=
1
2h

[−f2 +4f1 − 3f0]
(6.89)
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p′(x0 + h) = p′(x1) =
1
2h

[2∆f0 + δ2f0] =
1
2h

[2(f1 − f0) + (f2 − 2f1 + f0)]

=
1
2h

[f2 − f0]
(6.90)

และ

p′(x0 +2h) = p′(x2) =
1
2h

[2∆f0 +3δ2f0] =
1
2h

[2(f1 − f0) + 3(f2 − 2f1 + f0)]

=
1
2h

[3f2 − 4f1 + f0]
(6.91)

สมการ (6.89) ถงึสมการ (6.91) คอืการประมาณคา่แบบผลตา่งไปข้างหน้า ทีจ่ดุ 0 ผลตา่งศนูยก์ลางทีจ่ดุท ี่ 1 และผล
ตา่งไปข้างหลัง ทีจ่ดุท ี่ 2 ซึง่เขยีนเปน็รปูแบบทัว่ไปด้วยการแทนคา่ตัวห้อย 0, 1 และ 2 ด้วย i, i +1 และ i +2

6.6 การประมาณคา่ผลตา่งแบบสบืเนือ่งของอนพัุนธย์อ่ย
ในกรณที ีฟ่งักชั์น f (x,y,z) เปน็ฟงักชั์นทีข่ึ้นอย ูกั่บตัวแปรต้นมากกวา่หนึง่ตัว การกำหนดตำแหนง่จะใช้ดัชนี

(i, j,k) ในการแทนคา่ตำแหนง่ตัวแปรต้น โดยที่ step size ในทศิทาง x, y และ z คอื ∆x, ∆y และ ∆z ตามลำดับ รปู
ที่ 6.7 และรปูที่ 6.8 แสดงให้เหน็ถงึกรดิการคำนวณของผลตา่งแบบสบืเนือ่งในสองและสามมติ ิ และการประมาณคา่
แบบผลตา่งไปข้างหน้า ผลตา่งไปข้างหลัง และผลตา่งศนูยก์ลางของ (∂f /∂x) สามารถแสดงได้ดังนี้

รปูท ี่ 6.7: กรดิการคำนวณหาคา่อนพัุนธย์อ่ยของฟงักชั์นแบบสองมติ ิ

∂f

∂x

∣∣∣∣
i,j
≈

f (xi +∆x,yj )− f (xi , yj )
∆x

(6.92)

∂f

∂x

∣∣∣∣
i,j
≈

f (xi , yj )− f (xi −∆x,yj )
∆x

(6.93)
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รปูที่ 6.8: กรดิการคำนวณหาคา่อนพัุนธย์อ่ยของฟงักชั์นแบบสามมติ ิ

และ
∂f

∂x

∣∣∣∣
i,j
≈

f (xi +∆x,yj )− f (xi −∆x,yj )
2∆x

(6.94)

การประมาณคา่แบบผลตา่งศนูยก์ลางของอนพัุนธอั์นดับสองของ f (xi , yj ) สามารถเขยีนได้ ดังนี้

∂2f

∂x2

∣∣∣∣
i,j
≈

f (xi +∆x,yj )− 2f (xi , yj ) + f (xi −∆x,yj )
(∆x)2

(6.95)

∂2f

∂y2

∣∣∣∣
i,j
≈

f (xi , yj +∆y)− 2f (xi , yj ) + f (xi , yj −∆y)
(∆y)2

(6.96)

และ

∂2f

∂x∂y

∣∣∣∣
i,j
≈ 1

(4∆x∆y)
[f (xi +∆x,yj +∆y)− f (xi +∆x,yj −∆y)

− f (xi −∆x,yj +∆y) + f (xi −∆x,yj −∆y)]
(6.97)

คา่ความคลาดเคลือ่นของการประมาณคา่อนพัุนธอั์นที่ nth คอื

Rx,n ≡ (−1)n+1 (∆x)
n+1

(n+1)!
∂n+1f (x,y)

∂xn+1

∣∣∣∣
i,j

(6.98)
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ตัวอยา่ง 6.4. จงคำนวณหาค่า ∂4f
∂2x∂2y

ของฟังก์ชัน f (x,y) = 2x4y3 ด้วยวิธีผลต่างศนูย์กลางท่ีตำแหน่ง x = 1

และ y = 1 ด้วยช่วงการคำนวณ ∆x = 0.1 และ ∆y = 0.1

วิธีทำ จากโจทย์
∂4f

∂x2∂y2
(xi , yj ) =

∂2

∂y2

(
∂2f

∂x2

∣∣∣∣
xi

) ∣∣∣∣∣
yj

(E1)

ใช้ผลต่างศนูย์กลางในการประมาณค่าจะได้

∂4f

∂x2∂y2
(xi , yj ) =

∂2

∂y2

{ 1
h2

fxi−1,yj − 2fxi ,yj + fxi+1,yj

}
=

1
h2

{
∂2f

∂y2
(xi−1, yj )− 2

∂2f

∂y2
(xi , yj ) +

∂2f

∂y2
(xi+1, yj )

}
=

1
h2

[ 1
h2
{fi−1,j−1 − 2fi−1,j + fi−1,j+1}

− 2
h2
{fi,j−1 − 2fi,j + fi,j+1}

+
1
h2
{fi+1,j−1 − 2fi+1,j + fi+1,j+1}

]
=

1
h4
{fi−1,j−1 − 2fi−1,j + fi−1,j+1 − 2fi,j−1 +4fi,j

− 2fi,j+1 + fi+1,j−1 − 2fi+1,j + fi+1,j+1}

(E2)

แทนค่าลงในสมการ (E2)

fi−1,j−1 = f (0.9,0.9) = 0.95659357

fi−1,j = f (0.9,1.0) = 1.31219983

fi−1,j+1 = f (0.9,1.1) = 1.74653804

fi,j−1 = f (1.0,0.9) = 1.45799982

fi,j = f (1.0,1.0) = 2.0

fi,j+1 = f (1.0,1.1) = 2.66200018

fi+1,j−1 = f (1.0,1.1) = 2.13465762

fi+1,j = f (1.1,1.0) = 2.92820024

fi+1,j+1 = f (1.1,1.1) = 3.89743471

(E2)
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จะได้คำตอบจากสมการ (E2) คือ

∂4f

∂x2∂y2
(x = 1.0, y = 1.0) = 144.23606873

คำตอบจริงของสมการน้ีคือ

∂4f

∂x2∂y2
(x = 1.0, y = 1.0) = 144x2y|x=1.0,y=1.0 = 144.0
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แบบฝกึหัดท้ายบท
1. จงคำนวณหาคา่อนพัุนธข์องฟงักชั์นตอ่ไปนี้ด้วยวธิผีลตา่งไปข้างหน้า และผลตา่งไปข้างหลังทีอั่นดับ O(h) และ

O(h2) และวธิผีลตา่งศนูยก์ลางทีอั่นดับ O(h2) และ O(h4) ด้วย step size, h = π/12 และวเิคราะหค์วามคลาด
เคลือ่นทีไ่ด้

y = sinx at y = π/4

2. จงคำนวณหาคา่อนพัุนธอั์นดับทีห่นึง่ของสมการตอ่ไปนี้ด้วยวธิผีลตา่งศนูยก์ลางทีอั่นดับ O(h2) ด้วย step size,

h = 1

y = 2x4 − 6x3 − 12x − 8 at x = 1.0

3. จงคำนวณหาคา่ความเรว็และความเรง่ของจรวดจากข้อมลูตอ่ไปนี้

t,s 0 25 50 75 100 125

y,km 0 32 58 78 92 100

4. จงคำนวณหาคา่ความเค้นเฉอืนทีผ่วิแผน่เรยีบ y = 0 จากสมการ และตารางข้อมลูตอ่ไปนี้ โดยที่ µ = 1.8×10−5

N/s.m2

τ =
dv
dy

y,m 0 0.002 0.006 0.012 0.018 0.024

v,m/s 0 0.287 0.899 1.915 3.048 4.299

5. จงคำนวณหาคา่คงทีข่องอัตราการเกดิปฏกิริยิา และอัตราการเกดิปฏกิริยิาจากสมการและตารางข้อมลูตอ่ไปนี้
โดยที่ k และ n สามารถหาได้จาก กราฟลอ็กของสมการ

dc
dt

= −kcn

t 10 20 30 40 50 60

c 3.52 2.48 1.75 1.23 0.87 0.61
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6. ข้อมลูตอ่ไปนี้คอืข้อมลูทีเ่กบ็จากการเตมิน้ำมันลงเรอืบรรทกุน้ำมัน

t, min 0 10 20 30 45 60 75

V , 106 barrels 0.4 0.7 0.77 0.88 1.05 1.17 1.35

จงคำนวณหาอัตราการไหลเชงิปรมิาตร Q = dV /dt ในแตล่ะขว่งเวลาโดยใช้วธิที ีม่อัีนดับ h2

7. กฎของ Fourier มักใช้ในงานวศิวกรรมเพือ่หาอัตราการถา่ยเทความร้อนผา่นผนังด้วยการนำความร้อน

q = −k dT
dx

โดยที่q คอื ฟลักซค์วามร้อน (W/m2), k คอื สัมประสทิธ ิก์ารนำความร้อน (W/[m.◦C]),T คอื อณุหภมู ิ (◦C) และ
x คอื ระยะทาง (m) โดยมข้ีอมลูทีวั่ดคา่ได้จากอณุหภมูแิแตล่ะพื้นทีผ่วิของผนัง ดังนี้

x, m 0 0.08 0.16

T , ◦C 20.2 17 15

หากฟลักซค์วามร้อน ณ x = 0 มคีา่เปน็ 60 W/m2 จงหาคา่สัมประสทิธ ิก์ารนำความร้อนของผนัง k

8. ของไหลไหลผา่นพื้นผวิเรยีบทีม่คีวามร้อนถา่ยเทจากแผน่เรยีบส ูช่องไหล สมการของการนำความร้อนใน
ของไหล สามารถอธบิายด้วยกฎของ Fourier ดังน ี้

q = −k dT
dy

โดยที่ q คอืฟลักซค์วามร้อน (W/m2), k คอื สัมประสทิธ ิก์ารนำความร้อน (W/[m.K]),T คอื อณุหภมู ิ (K) และ y

คอื ระยะทางต้ังฉากกับพื้นผวิ โดยมข้ีอมลู ดังนี้

y, cm 0 1 3 5

T , K 900 480 270 210

หากแผน่เรยีบดังกลา่วยาว 200 cm และกว้าง 50 cm, k = 0.028 W/(m.K) จงคำนวณหาฟลักซค์วามร้อนบน
พื้นผวิ และปรมิาณความร้อนทีถ่า่ยเทรวมท้ังหมด
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9. ข้อที่ 35 หน้าที่ 896 ความสัมพันธดั์งตอ่ไปนี้ ใช้ในการวเิคราะหค์านทีม่แีรงกระจายกระทำ

dy

dx
= θ(x),

dθ
dx

=
M(x)
EI

,
dM
dx

= V (x),
dV
dx

= −u(x)

โดยที่ x คอื ระยะทางตามแนวคาน (m), y คอื ระยะการเสยีรปูของคาน (m), θ(x) = ความชันของการเสยีรปู
(m/m), E คอืmodulus of elastic (Pa), I คอื โมเมนตค์วามเฉ ือ่ย (m4), M(x) คอื โมเมนต์ (N.m), V (x) คอื แรง
เฉอืน (N) และw(x) คอื แรงกระจาย (N/m) ในกรณที ีแ่รงมกีารกระจายเพิม่ขึ้นแบบเชงิเส้น ความชันจะสามารถ
คำนวณได้ดังนี้

θ(x) =
w0

120EIL
(−5x4 +6L2x2 −L4)

จงคำนวณหา (ก) คา่ y จากวธิ ี numerical integration (ข) คา่ M และ V จากวธิ ี numerical differentiation

และพลอ็ตกราฟ M และ V เทยีบกับระยะทาง ถ้ากำหนดให้คา่ ∆x = 0.125 m ตลอดความยาวคาน 3 m และ
E = 200 GPa, I = 0.0003m4 และ w0 = 2.5 kN/cm ระยะโกง่ทีป่ลายของคานมคีา่เปน็ y(0) = y(L) = 0
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7.1 ระเบยีบวธิขีองออยเลอร์ (Euler’s method) 188

7.2 การปรับปรงุและดัดแปลงระเบยีบวธิขีองออยเลอร์ 194

7.3 ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตา (Runge–Kutta method) 202

7.4 ระบบสมการเชงิอนพัุนธ์ 211

แบบฝกึหัดท้ายบท 212

สมการเชงิอนพัุนธส์ามัญ หรอื Ordinary differential equation เปน็สมการเชงิอนพัุนธท์ ีข่ึ้นกับตัวแปร
อสิระเพยีงตัวเดยีว สมการเชงิอนพัุนธส์ามัญสามารถแบง่ประเภทได้ตามอันดับสงูสดุของอนพัุนธ์ ความเปน็เชงิเส้น
หรอืไมเ่ปน็เชงิเส้นของสมการ และชนดิของเง ือ่นไขขอบเขตทีใ่ช้ในการคำนวณ สมการเชงิอนพัุนธส์ามัญทีเ่ก ีย่วข้อง
กับงานด้านวศิวกรรมมักจะเปน็การคำนวณทีเ่ก ีย่วข้องกับเวลา หรอืการเปลีย่นแปลงของคา่ทีส่นใจในมติขิองตัวแปร
อสิระ (ตัวแปรต้น) เพยีงมติเิดยีว
พจิารณาสมการ

dy

dx
= f (x,y) (7.1)

ทีเ่ง ือ่นไขเร ิม่ต้น
y(x0) = y0 (7.2)

การคำนวณหาคำตอบของสมการ (7.1) และ (7.2) สามารถทำได้สองวธิคีอืการหาคา่ปรพัินธ์ f (x,y) ด้วยวธิกีารหาคา่
ปรพัินธเ์ชงิตัวเลข (Numerical integration) และระเบยีบวธิปีระมาณคา่อนพัุนธด้์วยผลตา่งแบบจำกัด หากใช้วธิกีาร
หาคา่ปรพัินธเ์ชงิตัวเลข สมการ (7.1) สามารถเขยีนได้วา่

dy = f (x,y)dx∫ yi+1

yi

dy =
∫ xi+1

xi

f (x,y)dx

yi+1 − yi =
∫ xi+1

xi

f (x,y)dx

(7.3)

f (x,y) สามารถแทนคา่ด้วยการประมาณคา่ในชว่งด้วยฟงักชั์นพหนุามทีเ่หมาะสมแล้วจงึหาคา่ปรพัินธด้์วยการหาคา่

187
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ปรพัินธเ์ชงิตัวเลข สว่นวธิที ีส่องจะทำการแทนคา่เทอมทางซ้ายมอืของสมการ (7.1) โดยการประมาณคา่ด้วยผลตา่ง
แบบจำกัดแล้วคำนวณหาคา่คำตอบ ถงึแม้วา่ท้ังสองวธิที ีก่ลา่วมาข้างต้นจะสามารถใช้หาคำตอบได้เหมอืนกัน แตว่ธิ ี
ท ีส่องจะสะดวกกวา่เพราะทำการประมาณคา่ของ y ด้วยความชันของเส้นสัมผัสฟงักชั์นแทนทีจ่ะใช้วธิกีารคำนวณ
พื้นทีภ่ายใต้กราฟของฟงักชั์น f (x,y) ดังน้ันในบทนี้จะกลา่วถงึวธิที ีส่องนี้เทา่น้ัน โดยเร ิม่จากการพจิารณาสมการเชงิ
อนพัุนธทั์ว่ไปสามารถทีอ่ย ูใ่นรปู

dy⃗

dx
= f⃗ (x, y⃗) (7.4)

โดยที่ เง ือ่นไขเร ิม่ต้นมคีา่เทา่กับ

y⃗(x0) = y⃗0,



y1(x0)

y2(x0)

...

yn(x0)



=



y1,0

y2,0

...

yn,0



(7.5)

7.1 ระเบยีบวธิขีองออยเลอร์ (Euler’s method)

ระเบยีบวธิขีองออยเลอรเ์ปน็วธิแีรกสดุทีใ่ช้หาคำตอบของสมการเชงิอนพัุนธส์ามัญ (ODE’s) และยังเปน็วธิ ี
ท ีง่า่ยทีส่ดุอกีด้วย แตไ่มเ่ปน็ทีน่ยิมใช้เน ือ่งจากมวีธิอี ืน่ท ีม่ปีระสทิธภิาพสงูกวา่ อยา่งไรกต็ามวธินี ี้ ยังให้แนวคดิพื้นฐาน
ของการหาคำตอบของสมการอนพัุนธเ์ชงิสามัญด้วยวธิปีระมาณคา่ด้วยผลตา่งแบบจำกัด

ระเบยีบวธิขีองออยเลอรค์ำนวณหาผลเฉลยของสมการ (7.1) เปน็คา่ y(x) โดยที่ x > x0 และคา่เง ือ่นไขเร ิม่
ต้นแสดงได้ดังสมการ (7.2) และถ้าระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ (Step size, h) มคีา่เทา่กัน

xi = x0 + ih (7.6)

และถ้าหาก x < x0 จะได้วา่
xi = x0 − ih (7.7)

พจิารณาอนกุรมเทยเ์ลอรร์อบจดุ yi

yi+1 = yi + hy ′i +
h2

2
y′′(ξ);xi < ξ < xi+1 (7.8)

แทนคา่สมการ (7.1) ลงในสมการ (7.8) จะได้วา่

yi+1 = yi + hf (xi , yi ) +
h2

2
y′′(ξ) (7.9)
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ถ้า h มคีา่น้อยมาก ๆ เทอมของความคลาดเคลือ่นสามารถตัดทิ้งได้ สมการ (7.9) สามารถแสดงได้ดังนี้

yi+1 = yi + hf (xi , yi ); i = 0,1,2, . . . (7.10)

สมการ (7.10) เรยีกวา่สมการ Euler – Cauchy หรอื Point slope method รปูที่ 7.1 แสดงภาพทางเรขาคณติของ
ระเบยีบวธิขีองออยเลอร์ ท ีจ่ดุ x0 เส้นสัมผัสที่ y(x0) จะเปน็เส้นประมาณคา่ของ y(x) ในการคำนวณในชว่ง 0 ≤ x ≤ h

และสำหรับตำแหนง่ xi ใด ๆ เส้นสัมผัสเส้นโค้งทีจ่ดุ xiกค็อืความชันของ f (xi , yi ) จะถกูใช้ในการทำนายคา่ yi+1

รปูที่ 7.1: ภาพอธบิายทางเรขาคณติของระเบยีบวธิขีองออยเลอร์

ความคลาดเคลือ่นของวธินี ี้จะมกีารสะสมไปตามลำกับข้ันการคำนวณ ดังน้ันคา่ xi ทีเ่พ ิม่ขึ้นจะทำให้ผลเฉลยของวธินี ี้
ออกหา่งจากผลเฉลยจรงิไปเร ือ่ย ๆ ดังแสดงในรปูที่ 7.2

รปูที่ 7.2: คา่ความคลาดเคลือ่นทีส่ะสมจากการคำนวณหลายลำดับข้ันของวธิอีอยเลอร์
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ตัวอยา่ง 7.1. จงคำนวณหาคำตอบของสมการต่อไปน้ี ในช่วง 0 ≤ x ≤ 1 โดยใช้ค่าเร่ิมต้น y(x = 0) = 1

y′ = y +2x − 1 (E1)

วิธีทำ แบ่งช่วง 0 ≤ x ≤ 1 ออกเปน็ 10 ส่วนเท่า ๆ กัน ดังน้ัน h = 1/10 = 0.1, x0 = 0, x1 = 0.1, x2 =

0.2, . . . ,x10 = 1.0 และ y0 = 1 ดังน้ัน

yi+1 = yi + hf (xi , yi ); i = 0,1,2, . . . ,10 (E2)

โดยท่ี f (xi , yi ) = yi +2xi − 1 จะได้

yi+1 = yi + h(yi +2xi − 1); i = 0,1,2, . . . ,10 (E3)

สำหรับ i = 0

y1 = y0 + hf (x0, y0) = y0 + h(y0 +2x0 − 1) = 1+0.1(1+ 2(0)− 1) = 1.0

สำหรับ i = 1

y2 = y1 + hf (x1, y1) = y1 + h(y1 +2x1 − 1) = 1+0.1(1+ 2(0.1)− 1) = 1.02

ผลเฉลยของวิธีน้ีท่ี h = 0.1, h = 0.05, และ h = 0.01 แสดงได้ดังตารางข้างล่างน้ี
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xi Value of yi Exact Solution

h = 0.1 Error h = 0.05 Error h = 0.01 Error yi

0.0 - - - - - - 1.0

0.1 1.000000 0.010342 1.005000 0.005342 1.009245 0.001096 1.0103426

0.2 1.020000 0.022806 1.031012 0.011794 1.040382 0.002424 1.0428066

0.3 1.062000 0.037717 1.080190 0.019527 1.095701 0.004016 1.0997181

0.4 1.128200 0.055449 1.154911 0.028739 1.177731 0.005918 1.1836500

0.5 1.221020 0.076422 1.257789 0.039653 1.289266 0.008176 1.2974434

0.6 1.343122 0.101114 1.391713 0.052524 1.433396 0.010841 1.4442368

0.7 1.497434 0.130070 1.559864 0.067642 1.613529 0.013976 1.6275053

0.8 1.687178 0.163903 1.765749 0.085331 1.833431 0.017650 1.8510818

0.9 1.915896 0.203310 2.013238 0.105967 2.097266 0.021940 2.1192064

1.0 2.187485 0.249077 2.306595 0.129967 2.409627 0.026935 2.4365635

7.1.1 ผลเฉลยจากระเบยีบวธิเีชงิตัวเลข

จากสมการ (7.3) จะเหน็ได้วา่

yi+1 = yi +
∫ xi+1

xi

f (x,y)dx (7.11)

สมการ (7.11) แสดงให้เหน็วา่ผลเฉลยของ yi+1 ได้มาจากการนำพื้นทีใ่ต้กราฟของ f (x,y) จาก x = xi ถงึ x = xi+1

มาบวกกับเทอม yi ถ้าหากสมมตวิา่คา่ f (x,y) เปน็คา่คงทีท่ ีม่คีา่เทา่กับ f (xi , yi ) ในชว่งจาก x = xi ถงึ x = xi+1 จะได้
วา่ ∫ xi+1

xi

f (x,y)dx ≈ f (xi , yi )(xi+1 − xi ) = hf (xi , yi ) (7.12)
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หรอื
yi+1 = yi + hf (xi , yi ) (7.13)

ผลเฉลยทีไ่ด้จากสมการ (7.13) แสดงได้ดังรปู 7.3(ก) จะเหน็ได้วา่ผลเฉลยจากสมการ (7.10) จะคำนวณได้สะดวกกวา่
ผลเฉลยจาก (7.11)

(ก)

(ข)

รปูที่ 7.3: ผลเฉลยจากการใช้วธิกีารหาคา่ปรพัินธเ์ชงิตัวเลข (ก) กราฟกิแสดงการคำนวณหาพื้นทีใ่ต้กราฟทีใ่ช้ในการ
คำนวณ (ข) เปรยีบเทยีบผลเฉลยทีไ่ด้ระหวา่งผลเฉลยจรงิ และผลเฉลยจากระเบยีบวธิเีชงิตัวเลข
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7.1.2 ผลเฉลยของระบบสมการเชงิอนพัุนธ์

วธิกีารคำนวณหาผลเฉลยของสมการเชงิอนพัุนธส์มการเด ีย่วสามารถนำมาใช้ในการแก้ปญัหาของระบบ
สมการเชงิอนพัุนธไ์ด้ พจิารณาระบบสมการเชงิอนพัุนธ์ n สมการ

dy1
dx

= f1(x,y1, y2, . . . , yn);y1(x0) = y1,0 (7.14)

dy2
dx

= f2(x,y1, y2, . . . , yn);y2(x0) = y2,0

...

(7.15)

dyn
dx

= fn(x,y1, y2, . . . , yn);yn(x0) = yn,0 (7.16)

ระเบยีบวธิขีองออยเลอรส์ามารถหาคำตอบของระบบสมการทีต่ำแหนง่ xi+1 จากคา่ทีร่ ู้จากตำแหนง่ xi ได้ดังนี้

y1,i+1 = y1,i + hf1(xi , y1,i , y2,i , . . . , yn,i ) (7.17)

y2,i+1 = y2,i + hf2(xi , y1,i , y2,i , . . . , yn,i )

...

(7.18)

และ
yn,i+1 = yn,i + hfn(xi , y1,i , y2,i , . . . , yn,i ) (7.19)

สมการ (7.17) ถงึสมการ (7.19) แสดงให้เหน็วา่ คา่ y1,i+1, y2,i+1, . . . , yn,i+1 สามารถคำนวณได้จากคา่ y1,i , y2,i , . . . , yn,i
ณ ตำแหนง่ xi (i = 0) ซึง่เปน็คา่ตำแหนง่เร ิม่ต้น

7.1.3 คา่ความคลาดเคลือ่นของวธิอีอยเลอร์

ความคลาดเคลือ่นของผลเฉลยของสมการเชงิอนพัุนธส์ามัญจากระเบยีบวธิเีชงิตัวเลขมอีย ูส่องชนดิคอื
ความคลาดเคลือ่นจากการปดัเศษ (Round-off error) และความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลาย (Truncation error)

ในกรณรีะเบยีบวธิขีองออยเลอรน้ั์น ความคลาดเคลือ่นจะมาจากความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลาย ซึง่เกดิจากการ
ตัดเทอมทีม่อัีนดับสงูในอนกุรมเทยเ์ลอรท์ ีใ่ช้ในสมการที่ (7.8) ทิ้งไป คา่ความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลายมอีย ู่
สองแบบคอื คา่ความคลาดเคลือ่นเฉพาะที่ (Local truncation error) เปน็ความคลาดเคลือ่นทีเ่กดิจากการคำนวณ
ในแตล่ะข้ันของการคำนวณ แบบทีส่องคอื คา่ความคลาดเคลือ่นตอ่เน ือ่ง (Propagation truncation error) เปน็
ความคลาดเคลือ่นทีส่ะสมมาจากการคำนวณในข้ันตอนทีผ่า่นมา ผลรวมของคา่ความคลาดเคลือ่นเฉพาะที่ และ คา่
ความคลาดเคลือ่นตอ่เน ือ่ง เรยีกวา่ ความคลาดเคลือ่นรวม (Total error) คา่ความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลายของ
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วธิอีอยเลอรส์ามารถประมาณจากพจิารณาอนกุรมเทยเ์ลอรข์อง y(xi ) รอบจดุ xi ได้วา่

y(xi+1) = y(xi ) + h
dy

dx

∣∣∣∣
xi
+
h2

2!
d2y

dx2

∣∣∣∣
xi
+
h3

3!
d3y

dx3

∣∣∣∣
xi
+ · · · (7.20)

และการประมาณคา่ผลเฉลยจากระเบยีบวธิขีองออยเลอรค์อื

ȳi+1 = y(xi ) + hf (xi , y(xi )) (7.21)

นำสมการ (7.21) ลบออกจากสมการ (7.20) จะได้ความเคลือ่นของการประมาณคา่ dy
dx |xi = f (xi , y(xi )) คอื

y(xi+1)− ȳi+1 =
h2

2!
d2y

dx2

∣∣∣∣
xi
+
h3

3!
d3y

dx3

∣∣∣∣
xi
+ · · · (7.22)

สมการ (7.22) แสดงให้เหน็วา่ความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลายตอ่หนึง่ข้ันการคำนวณเปน็ O(h2) และหากมกีาร
คำนวณเปน็จำนวน i +1 ข้ัน ซึง่จะเทา่กับ (xi+1/h) ความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลายจะเปน็ O(h) ซึง่เปน็
ออเดอรแ์รกของ h ดังน้ัน ระเบยีบวธิขีองออยเลอรจ์งึจัดวา่เปน็ระเบยีบวธิอัีนดับทีห่นึง่ (First-order method) คา่
ความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลายของวธิอีอยเลอรส์ามารถลดลงได้โดยการใช้ระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ (h)

ทีม่ขีนาดเลก็ลง แตจ่ำนวนข้ันของการคำนวณกจ็ะเพิม่ขึ้นด้วย อันจะมผีลให้คา่ความคลาดเคลือ่นจากการปดัเศษมคีา่
มากขึ้น รปู 7.4 แสดงให้เหน็วา่จะมจีดุเหมาะสมของการกำหนดคา่ระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณทีใ่ห้คา่ผลรวม
ของความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลาย และความคลาดเคลือ่นจากการปดัเศษ มคีา่ตำ่สดุอย ู่ แตใ่นความเปน็จรงิแล้ว
จดุเหมาะสมนี้ไมส่ามารถกำหนดแนน่อนได้ วธิที ีด่ที ีส่ดุในการหาจดุเหมาะสมคอืการปรับลดคา่ระยะหา่งของแตล่ะจดุ
การคำนวณลงจนกวา่คา่ของผลลัพธท์ ีไ่ด้ ระหวา่งสองคา่ระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณตดิกันจะมคีวามแตกตา่ง
กันน้อยมาก

7.2 การปรับปรงุและดัดแปลงระเบยีบวธิขีองออยเลอร์

ระเบยีบวธิขีองออยเลอรเ์ปน็วธิที ีง่า่ย แตต้่องใช้ระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ (h) ทีม่ขีนาดเลก็จงึจะ
ได้ความแมน่ยำทีส่ามารถยอมรับได้ ถ้าหากต้องการคำนวณหาผลเฉลยของสมการอนพัุนธเ์ชงิสามัญ ในชว่งของ x ที่
กว้างมาก ๆ กจ็ะทำให้ส ิ้นเปลอืงทรัพยากรในการคำนวณมาก อกีท้ังการสะสมของความคลาดเคลือ่นทีอ่าจจะนำไป
ส ูพ่ฤตกิรรมทีค่าดเดาไมไ่ด้ของระเบยีบวธิขีองออยเลอร์ ดังน้ันจงึได้มกีารดัดแปลงระเบยีบวธิขีองออยเลอรใ์ห้มคีวาม
ถกูต้องสงูขึ้น และมคีวามเสถยีรมากขึ้น ดังจะได้กลา่วตอ่ไป
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รปูที่ 7.4: คา่ของความคลาดเคลือ่นจากการปดัเศษ และความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลายทีร่ะยะหา่งของแตล่ะจดุ
การคำนวณตา่ง ๆ

7.2.1 การใช้อนกุรมเทยเ์ลอรอั์นดับสงูขึ้น
เน ือ่งจากระเบยีบวธิขีองออยเลอรไ์ด้มาจากการใช้อนกุรมเทยเ์ลอรท์ ีตั่ดเทอมต้ังแตอั่นดับทีส่องขึ้นไปทิ้ง

เพราะฉะน้ันการใช้อนกุรมเทยเ์ลอรท์ ีม่อัีนดับสงูขึ้นจงึเปน็วธิกีารปรับปรงุระเบยีบวธิขีองออยเลอรว์ธิหีนึง่ ถ้าพจิารณา
การใช้อนกุรมเทยเ์ลอรจ์ำนวน n เทอม จะได้วา่

yxi+1 =yxi + hy ′(xi ) +
h2

2!
y′′(xi ) +

h3

3!
y′′′(xi )

+ · · ·+ hn

n!
yn(xi ) +

hn+1

(n+1)!
yn+1(ξ);xi < ξ < xi+1

(7.23)

เทอมสดุท้ายของ (7.23) คอืคา่ความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลายสว่นอนพัุนธอั์นดับตา่ง ๆ ของสมการ (7.23)

สามารถหาคา่โดยอาศัยกฎลกูโซ ่ (Chain rule) ได้ดังนี้

y′(x) = f (x,y) (7.24)

y′′(x) =
d[y′(x)]

dx
=
df (x,y)

dx
=
∂f (x,y)

∂x
+
∂f (x,y)

∂y

dy

dx

=
∂f (x,y)

∂x
+
∂f (x,y)

∂y
f (x,y) = f ′(x,y)

(7.25)

y′′′(x) =
df ′(x,y)

dx
≡ f ′′(x,y)

...

(7.26)
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และ
y(n)(x) = f n−1(x,y) (7.27)

แทนคา่ (7.24) ถงึ (7.23) ลงในสมการ (7.23) จะได้วา่

yxi+1 =yxi + hf (xi , yi ) +
h2

2!
f ′(xi , yi ) +

h3

3!
f ′′xi , yi )

+ · · ·+ hn

n!
f n−1(xi , yi )

(7.28)

จากการใช้อนกุรมเทยเ์ลอรอั์นดับที่ n ดังสมการ (7.28) กจ็ะสามารถคำนวณสมการเชงิอนพัุนธไ์ด้ดังนี้

y(x0) =y0 (initial condition)

yi+1 =yi + hf (xi , yi ) +
h2

2!
f ′(xi , yi ) +

h3

3!
f ′′xi , yi )

+ · · ·+ hn

n!
f n−1(xi , yi )

(7.29)

ตามหลักวธิข้ีางต้นนี้ จะกลา่วได้วา่ระเบยีบวธิขีองออยเลอรค์อืการใช้อนกุรมเทยเ์ลอรอั์นดับทีห่นึง่นัน่เอง สว่นคา่
ความเคลาดเคลือ่นจากการตัดปลายของอนกุรมเทยเ์ลอรอั์นดับที่ n คอื O(hn+1)

ตัวอยา่ง 7.2. จงคำนวณหาคำตอบของสมการต่อไปน้ีด้วยอนกุรมเทย์เลอร์

y′ = y +2x − 1 (E1)

ในช่วง 0 ≤ x ≤ 1 โดยท่ี y(x = 0) = 1

วิธีทำ แบ่งช่วงของ x ออกเปน็ 10 ช่วง จะได้ระยะห่างของแต่ละจดุการคำนวณ h = 0,1, x0 = 0.0, x1 =

0.1, . . . ,x10 = 1.0 และ y0 = 1.0 ค่า y1, y2, . . . , y10 สามารถคำนวณด้วยระเบียบวิธีแทนค่าวนซ้ำจากสมการ
(7.29) โดยท่ี

f (x,y) = y +2x − 1 (E2)

ดังน้ัน
f ′ =

df

dx
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y
y′ = 2+ (y +2x − 1) = y +2x +1 (E3)
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f ′′ =
df ′

dx
=
∂f ′

∂x
+
∂f ′

∂y
y′ =

∂f ′

∂x
+
∂f ′

∂y
f

= 2+ (y +2x − 1) = y +2x +1

(E4)

และ

f ′′′
∂f ′′

∂x
+
∂f ′′

∂y
y′ =

∂f ′′

∂x
+
∂f ′′

∂y
f

= 2+ (y +2x − 1) = y +2x +1

(E5)

ระเบียบวิธีแทนค่าวนซ้ำมีข้ันตอนดังต่อไปน้ี

ใช้อันดับท่ี 1

yi+1 = yi + hf (xi , yi ) = yi + h(yi +2xi − 1) (E6)

ใช้อันดับท่ี 2

yi+1 = yi + hf (xi , yi ) +
h2

2!
f ′(xi , yi )

= yi + h(yi +2xi − 1) +
h2

2!
(yi +2xi +1)

(E7)

ใช้อันดับท่ี 3

yi+1 = yi + hf (xi , yi ) +
h2

2!
f ′(xi , yi ) +

h3

3!
f ′′(xi , yi )

= yi + h(yi +2xi − 1) +
h2

2!
(yi +2xi +1) +

h3

6
(yi +2xi +1)

(E8)

ใช้อันดับท่ี 4

yi+1 =yi + hf (xi , yi ) +
h2

2!
f ′(xi , yi ) +

h3

3!
f ′′(xi , yi ) +

h4

4!
f ′′′(xi , yi )

=yi + h(yi +2xi − 1) +
h2

2!
(yi +2xi +1)

+
h3

6
(yi +2xi +1) +

h4

24
(yi +2xi +1)

(E9)

สมการ (E9) ให้ผลเฉลยดังแสดงในตารางต่อไปน้ี
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ผลเฉลยเชิงตัวเลข yi ผลเฉลยจริง

xi อันดับท่ี 1 อันดับท่ี 2 อันดับท่ี 3 อันดับท่ี 4 yi

0.00 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

0.10 1.0000000 1.0100002 1.0103340 1.0103426 1.0103426

0.20 1.0200005 1.0420504 1.0427876 1.0428066 1.0428066

0.30 1.0620003 1.0984650 1.0996876 1.0997190 1.0997181

...
...

...
...

...
...

0.70 1.4974346 1.6231470 1.6273994 1.6275053 1.6275053

0.80 1.6871786 1.8455772 1.8509474 1.8510818 1.8510818

0.90 1.9158964 2.1123629 2.1190395 2.1192055 2.1192064

1.00 2.1874857 2.4281607 2.4363594 2.4365625 2.4365635

7.2.2 ระเบยีบวธิขีองฮวน (Heun’s method)

ในระเบยีบวธิขีองออยเลอรน้ั์น คา่ f (x,y) ทีเ่ปน็คา่ของ (dy/dx) จะถกูคำนวณทีต่ำแหนง่เร ิม่ต้นของ
ชว่งระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ, h และถกูสมมตวิา่มคีา่คงทีต่ลอดชว่ง ซึง่สมมตฐิานนี้เปน็สาเหตหุลักของ
ความคลาดเคลือ่น เน ือ่งจากความเปน็จรงิแล้วอนพัุนธ์ (dy/dx) เปลีย่นแปลงไปตามตำแหนง่ตา่ง ๆ ในชว่งของ h

ระเบยีบวธิขีองฮวน จะคำนวณคา่ (dy/dx) โดยใช้คา่เฉลีย่ระหวา่งตำแหนง่เร ิม่ต้นและตำแหนง่สดุท้ายของชว่ง h ดัง
น้ัน ระเบยีบวธิขีองฮวนมดัีงนี้

1. เร ิม่ต้นจากคา่เง ือ่นไขเร ิม่ต้น, y(x0) = y0

2. สำหรับ i = 0,1,2, . . . คำนวณหาคา่ความชัน, f (xi , yi )

3. คำนวณคา่ y(0)i+1จาก
y
(0)
i+1 = yi + hf (xi , yi ) (7.30)

4. คำนวณคา่ความชันทีจ่ดุ xi+1 จาก
f (xi+1, y

(0)
i+1) (7.31)
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5. หาคา่ของ y ที่ xi+1 จาก
yi+1 = yi + h

 f (xi , yi ) + f (xi+1, y
(0)
i+1)

2

 (7.32)

จะเหน็ได้วา่ คา่ y
(0)
i+1 ทีค่ำนวณได้จากสมการ (7.30) ยังไมใ่ชผ่ลเฉลยสดุท้ายของคา่ yi+1 แตเ่ปน็คา่ทีใ่ช้สำหรับ

ประมาณคา่ความชัน (dy/dx) ทีต่ำแหนง่ส ิ้นสดุของชว่ง h สมการ (7.30) สามารถเรยีกได้วา่เปน็สมการทำนาย (Pre-

dictor equation) และคา่เฉลีย่ของความชันระหวา่งตำแหนง่ xi และ xi+1 จะถกูใช้ในการประมาณคา่ y ที่ xi+1 ใน
สมการที่ (7.32) ซึง่สามารถเรยีกได้วา่เปน็สมการแก้ไข (Corrector equation) เพราะฉะน้ัน ระเบยีบวธิขีองฮวนจงึเปน็
วธิแีบบทำนาย–แก้ไข (Predictor–corrector) อยา่งงา่ยชนดิหนึง่ ดังแสดงในรปูที่ 7.5

รปูที่ 7.5: กราฟแสดงการหลักการคำนวณของระเบยีบวธิขีองฮวน

ระเบยีบวธิขีองฮวนสามารถปรับปรงุได้โดยการดัดแปลงสมการแก้ไข (7.32) ดังน ี้

y
(k+1)
i+1 = yi + h

 f (xi , yi ) + f (xi+1, y
(k)
i+1)

2

 ;k = 0,1,2, . . . (7.33)

แล้วใช้สมการ (7.33) ทำการคำนวณวนซ้ำจนกระทัง่
∣∣∣∣∣∣∣y

(k+1)
i+1 − y

(k)
i+1

y
(k)
i+1

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ϵ (7.34)

โดยที่ ϵ มคีา่น้อยมาก ๆ กจ็ะได้ผลเฉลยของ y
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ตัวอยา่ง 7.3. จงคำนวณหาผลเฉลยของสมการต่อไปน้ี ด้วยระเบียบวิธีของฮวนในช่วง 0 ≤ x ≤ 1

y′ = −5y + e−2x;y(0) = 1.0 (E1)

วิธีทำ แบ่งช่วง 0 ≤ x ≤ 1 ออกเปน็ 10 ช่วง จะได้ระยะห่างของแต่ละจดุการคำนวณ, h = 0,1 จะได้ x0 = 0.0,

x1 = 0.1, . . . ,x10 = 0.1 และ y0 = 1.0 ดังน้ันใช้ระเบียบวิธีแทนค่าวนซ้ำ (Iterative process)

yi+1 = yi +
h
2
{fi + f (xi + h,yi + hfi )} (E2)

ผลเฉลยจากระเบียบวิธีของฮวนเปรียบเทียบกับผลเฉลยจริง (สมการ (E3)) แสดงได้ดังตารางต่อไปน้ี

xi yi จากวิธีของ Huen’s ผลเฉลยจริง

0.00 1.0000000 1.0000000

0.10 0.6909364 0.6772639

0.20 0.4858195 0.4686931

...
...

...

0.80 0.0840744 0.0795092

0.90 0.0658588 0.0625056

1.00 0.0520610 0.0496037

สมการของผลเฉลยจริงคือ
y(x) =

1
3
(e−2x +2e−5x) (E3)

ความคลาดเคลือ่นของระเบยีบวธิขีองฮวนสามารถพจิารณาได้จาก

yi+1 = yi + hy ′i +
h2

2!
y′′i +

h3

3!
y′′′(ξ);xi < ξ < xi+1 (7.35)

ประมาณคา่ y′′i ด้วยผลตา่งไปข้างหน้า

y′′i = y′′(xi ) =
y′(xi+1)− y′(xi )

h
(7.36)
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เขยีนสมการ (7.35) ใหมไ่ด้
yi+1 = yi + hy ′i +

h2

2

(
y′i+1 − y

′
i

h

)
+O(h3) (7.37)

จากสมการ (7.37) คา่ y′i = f (xi , yi ) และ y′i+1 = f (xi+1, yi+1) จะเปน็สมการเดยีวกับ (7.32) และ (7.33) ซึง่แสดงให้
เหน็วา่ระเบยีบวธิขีองฮวนมคีา่ความคลาดเคลือ่นเฉพาะจดุเปน็อันดับของ O(h3) ซึง่มคีวามแมน่ยำกวา่ระเบยีบวธิขีอง
ออยเลอรท์ ีม่คีวามคลาดเคลือ่นเฉพาะจดุเปน็อันดับของ O(h2) เพราะฉะน้ันระเบยีบวธิขีองฮวนจงึเปน็วธิที ีม่อัีนดับ
เทา่กับสอง

7.2.3 ระเบยีบวธิขีองออยเลอรท์ ีป่รับปรงุแล้ว (Improved or modified Euler’s)

ระเบยีบวธิขีองออยเลอรส์ามารถปรับปรงุได้อกีแบบหนึง่ด้วยการใช้คา่ (dy/dx) ทีต่ำแหนง่กึง่กลางของชว่ง
h หรอืที่ x = xi + (h/2) ดังน้ัน ระเบยีบวธิขีองออยเลอรจ์งึจะถกูนำมาใช้ในการหาคา่ y ทีต่ำแหนง่กึง่กลางของชว่งการ
คำนวณ โดย

yi+ 1
2
= y

(
xi +

h
2

)
= yi +

h
2
f (xi , yi ) (7.38)

ตอ่จากน้ัน นำคา่ yi+ 1
2
มาหาคา่ (dy/dx) จาก

y′
i+ 1

2
= f (xi+ 1

2
, yi+ 1

2
) (7.39)

สดุท้ายความชันทีไ่ด้จากสมการ (7.39) จะถกูใช้ไปคำนวณหาคา่ yi+1 ด้วยระเบยีบวธิขีองออยเลอรอ์กีคร้ังดังนี้

yi+1 = yi + hf (xi+ 1
2
, yi+ 1

2
) (7.40)

เน ือ่งจาก yi+1 ไมป่รากฎในด้านขวาของสมการ (7.40) ดังน้ัน วธินี ี้จงึไมส่ามารถปรับปรงุตอ่ด้วยระเบยีบวธิแีทน
คา่วนซ้ำได้ รปูที่ 7.6 แสดงให้เหน็รายละเอยีดของระเบยีบวธิขีองออยเลอรท์ ีป่รับปรงุแล้วจะเหน็ได้วา่วธินี ี้มคีวาม
แมน่ยำกวา่ระเบยีบวธิขีองออยเลอร์ ซึง่เปน็ผลมาจากการใช้คา่สโลปทีจ่ดุกึง่กลางชว่ง h และระเบยีบวธิขีองออยเลอร์
ท ีป่รับปรงุแล้วนี้ จะมคีวามคลาดเคลือ่นเฉพาะจดุเทา่กับระเบยีบวธิขีองฮวน คอื O(h3)

ตัวอยา่ง 7.4. จงคำนวณสมการต่อไปน้ีด้วยระเบียบวิธีของออยเลอร์ท่ีปรับปรงุแล้วในช่วง 0 ≤ x ≤ 1

y′ = −5y + e−2x;y(0) = 1.0 (E1)

วิธีทำ จากสมการ
yi+1 = yi + hf

(
xi +

1
2
h,yi +

1
2
hfi

)
(E2)



202 7.3. ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตา (Runge–Kutta method)

รปูที่ 7.6: กราฟแสดงการคำนวณของระเบยีบวธิขีองออยเลอรท์ ีป่รับปรงุแล้ว

ให้ h = 0.1, y0 = 1.0 และ xi = i(0.1) จะได้ ผลเฉลยดังตารางต่อไปน้ี

xi yi จากวิธีเชิงตัวเลข ผลเฉลยจริง

0.00 1.0000000 1.0000000

0.10 0.6904836 0.6772639

0.20 0.4851658 0.4686931

...
...

...

0.80 0.0836568 0.0795092

0.90 0.0655065 0.0625056

1.00 0.0517659 0.0496037

7.3 ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตา (Runge–Kutta method)

การใช้อนกุรมเทยเ์ลอรท์ ีม่อัีนดับสงูขึ้นถงึแม้วา่จะมคีา่ความคลาดเคลือ่นจากการตัดปลายน้อย แตม่ข้ัีนตอน
การคำนวณมากในสว่นอนพัุนธข์อง f (x,y) ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตา ไมต้่องคำนวณหาคา่อนพัุนธข์อง f (x,y) แตจ่ะ
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ให้ความแมน่ยำเทยีบเทา่กับการใช้อนกุรมเทยเ์ลอรอั์นดับสงู อยา่งไรกต็ามข้อเสยีของระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตา คอื
การคำนวณคา่ f (x,y) หลาย ๆ คร้ังในแตล่ะชว่งของการหาคา่ปรพัินธ์ ซึง่จะมผีลตอ่เวลาทีใ่ช้ในการคำนวณ สมการ
ทัว่ไปของระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาสามารถเขยีนได้ดังนี้

yi+1 = yi + hα(xi , yi ,h) (7.41)

ฟงักชั์น α(xi , yi ,h) เรยีกวา่ ฟงักชั์นสว่นเพิม่ (Increment function) ซึง่เปน็คา่เฉลีย่ของความชันในชว่ง xi ≤ xi+1

α(xi , yi ,h) = c1k1 + c2k2 + · · ·+ cnkn (7.42)

โดยที่ n เปน็อันดับของระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตา, c1, c2, . . . , cn เปน็คา่คงที่ และ k1, k2, . . . , kn คอื

k1 = f (xi , yi ) (7.43)

k2 = f (xi + p2h,yi + a21hk1) (7.44)

k3 = f (xi + p3h,yi + a31hk1 + a32hk2)

...

(7.45)

และ
kn = f (xi + pnh,yi + an1hk1 + an2hk2 + · · ·+ an,n−1hkn−1) (7.46)

จากสมการ (7.43) ถงึ (7.46) สังเกตวุา่ k1 ปรากฎอยูใ่นสมการของ k2, และ k2 ปรากฎอยูใ่นสมการของ k3 เปน็อยา่ง
นี้ไปเร ือ่ย ๆ ความสัมพันธแ์บบนี้ เรยีกวา่ ความสัมพันธเ์วยีนเกดิ (Recurrence relation) และสมการ (7.41) ถงึ (7.46)

สามารถเขยีนให้ส้ันลงได้วา่
yi+1 = yi + h

n∑
j=1

cjkj (7.47)

โดยที่
kj = f

xi + pjh,yi +
j−1∑
l=1

ajlkl

 (7.48)



204 7.3. ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตา (Runge–Kutta method)

7.3.1 ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับทีห่นึง่ (First-order Runge–Kutta)

สำหรับ n = 1 สมการ (7.47) และ (7.48) จะเทา่กับ

yi+1 = yi + hc1k1

และ
k1 = f (xi , yi ) (7.49)

ซึง่สามารถเขยีนได้วา่
yi+1 = yi + hf (xi , yi ) (7.50)

จะเหน็ได้วา่ ถ้า c = 1 ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับทีห่นึง่กค็อื ระเบยีบวธิขีองออยเลอรนั์น่เอง

7.3.2 ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับทีส่อง (Second–order Runge-Kutta)

ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับใด ๆ กต็าม จะมวีธิคีำนวณอยู่ 6 ข้ันตอนหลัก ๆ ดังนี้

1. เลอืกอันดับของระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตา, n สำหรับระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับทีส่อง n = 2 ใช้อนกุรม
เทยเ์ลอรห์าคา่ yi+1 โดยใช้จำนวน (n+1) เทอม

yi+1 = yi + hy ′i +
h2

2
y′′i +O(h3) (7.51)

2. แทนคา่อนพัุนธข์อง y ในสมการที่ (7.51) ด้วย

y′i =
dy

dx

∣∣∣∣
xi
= f (xi , yi ) ≡ fi (7.52)

และ
y′′i =

d2y

dx2

∣∣∣∣
xi
=
df

dx

∣∣∣∣
xi
=

(
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx

) ∣∣∣∣
xi
≡ (fx + fyf )i (7.53)

3. แทนคา่สมการ (7.52) และ (7.53) ใน (7.51) จะได้

yi+1 = yi + hfi +
h2

2
fxi +

h2

2
fifyi +O(h3) (7.54)

4. แสดงสมการ (7.47) โดยใช้จำนวน n เทอมจะได้

yi+1 = yi + hc1k1 + hc2k2 (7.55)



บทที่ 7. สมการเชงิอนพัุนธส์ามัญ: ปญัหาคา่เร ิม่ต้น 205

โดยที่
k1 = f (xi , yi ) (7.56)

และ
k2 = f (xi + p2h,yi + a21hk1) (7.57)

5. นำอนกุรมเทยเ์ลอรส์ำหรับสองตัวแปรมาใช้กับฟงักชั์น f ในสมการ (7.57)

f (xi + p2h,yi + a21hk1) = k2 = fi + p2hfxi + a21hfyifi +O(h2) (7.58)

ซึง่กค็อื
yi+1 = yi + hfi (c1 + c2) + h2fxi (c2p2) + h2fifyi(c2a21) +O(h3) (7.59)

6. เน ือ่งจากสมการ (7.54) และ (7.59) เปน็สมการแสดงคา่ yi+1 ท้ังสองสมการ ดังน้ัน คา่สัมประสทิธ ิข์องแตล่ะ
เทอมจะมคีา่เทา่กัน จะได้วา่

c1 + c2 = 1

c2p2 =
1
2

c2a21 =
1
2

(7.60)

จะเหน็วา่สมการ (7.60) มจีำนวนตัวแปรทีไ่มร่ ู้คา่อย ูส่ ีตั่ว คอื c1, c2,p2 และ a21 แตม่สีมการเพยีงแคส่ามสมการ
ดังน้ัน ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับทีส่อง จงึมดีกีรอีสิระเทา่กับหนึง่ ทำนองเดยีวกัน ระเบยีบวธิขีองรงุเง–
คตุตาอันดับทีส่าม (Third–Order Runge–Kutta) และ ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับทีส่ ี่ (Fourth–order

Runge–Kutta) กจ็ะมดีกีรอีสิระเทา่กับสอง สว่นระเบยีบวธิขีองรงุเง- คตุตาอันดับทีห้่า (Fifth–order Runge–

Kutta) กจ็ะมดีกีรอีสิระอยา่งน้อยห้า เปน็ต้น การทีม่ตัีวแปรทีไ่มร่ ู้คา่มากกวา่จำนวนสมการน้ัน ทำให้สมการ
(7.60) ไมไ่ด้มคีำตอบเดยีว จงึจำเปน็ต้องกำหนดคา่ให้กับตัวทีไ่มร่ ู้คา่บางตัวกอ่น เพือ่ท ีจ่ะหาคา่ของตัวไมร่ ู้คา่ตัว
อ ืน่ ๆ ได้ จากจำนวนสมการทีม่ทีำให้ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับที่ n (nth–order Runge–Kutta) มไีด้
หลายรปูแบบ

สำหรับระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับทีส่อง เลอืกทีจ่ะกำหนดคา่ c2 ทำให้ได้คา่สัมประสทิธ ิ์

c1 = 1− c2,p2 =
1
2c2

, a21 =
1
2c2

(7.61)

ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับทีส่อง สามแบบทีน่ยิมใช้กันมากทีส่ดุมดัีงนี้
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ระเบยีบวธิขีองออยเลอรท์ ีป่รับปรงุแล้ว (Modified or improved Euler)

พจิารณาให้ c2 = 1 จากสมการ (7.61) จะได้ c1 = 0, p2 = 1
2 และ a21 = 1

2 ผลเฉลยของสมการ (7.55) ถงึ
(7.57) คอื

yi+1 = yi + hk2

k1 = f (xi , yi )

k2 = f

(
xi +

h
2
, yi +

1
2
hk1

) (7.62)

สมการ (7.62) แสดงให้เหน็วา่เวอรชั์นนี้ของระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับทีส่อง กค็อืระเบยีบวธิขีองออยเลอรท์ ี่
ปรับปรงุแล้ว นัน่เอง

ระเบยีบวธิขีองฮวน

พจิารณาให้ c2 = 1
2 จากสมการ (7.61) จะได้ c1 = 1

2 , p2 = 1 และ a21 = 1 ผลเฉลยของสมการ (7.55) ถงึ
(7.57) คอื

yi+1 = yi +
1
2
h(k1 + k2)

k1 = f (xi , yi )

k2 = f (xi + h,yi + hk1)

(7.63)

จะเหน็ได้วา่วธินี ี้ของระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับทีส่อง คอืระเบยีบวธิขีองฮวน นัน่เอง

ระเบยีบวธิขีองราลสตั์น (Ralston’s method)

พจิารณาให้ c2 =
2
3 สมการ (7.61) จะได้ c2 =

1
3 , p2 = 3

4 และ a21 =
3
4 ผลเฉลยจากสมการ (7.55) ถงึ (7.57)

คอื

yi+1 = yi +
1
3
h(k1 +2k2)

k1 = f (xi , yi )

k2 = f
(
xi +

3
4
h,yi +

3
4
hk1

) (7.64)
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7.3.3 ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับทีส่าม

สำหรับระเบยีบวธิขีองรงุเง-คตุตาอันดับทีส่าม n = 3 ด้วยวธิกีารเดยีวกันกับทีก่ลา่วมาข้างต้น จะได้สมการ
ท้ังหมด 6 สมการ และมตัีวไมร่ ู้คา่อย ู่ 8 ตัว ดังน้ัน ต้องกำหนดคา่ให้กับตัวไมร่ ู้คา่กอ่น 2 ตัว จงึจะหาคา่ทีเ่หลอืได้ ซึง่
แบบทีน่ยิมใช้มากทีส่ดุของระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับทีส่าม คอื

yi+1 = yi +
1
6
h(k1 +4k2 + k3)

k1 = f (xi , yi )

k2 = f
(
xi +

1
2
h,yi +

1
2
hk1

)
k3 = f (xi + h,yi − hk1 +2hk2)

(7.65)

ถ้าหาก f (x,y) ขึ้นอย ูกั่บตัวแปร x เพยีงอยา่งเดยีว กจ็ะพบวา่ระเบยีบวธิขีองรงุเง-คตุตาอันดับทีส่ามกค็อื ระเบยีบวธิ ี
ของซมิปสั์น 1/3 ในหัวข้อของการอนิทเิกรตเชงิตัวเลขนัน่เอง

7.3.4 ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับทีส่ ี่

ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับทีส่ ี่ มคีวามแมน่ยำอย ูใ่นอันดับของ O(h4) จงึเปน็วธิที ีน่ยิมใช้มากทีส่ดุ วธิ ี
น ี้กส็ามารถทำได้หลายแบบด้วยกัน แตแ่บบทีน่ยิมใช้มากทีส่ดุ คอื

ระเบยีบวธิขีองรงุเง (Runge’s method)

yi+1 = yi +
1
6
h(k1 +2k2 +2k3 + k4)

k1 = f (xi , yi )

k2 = f
(
xi +

1
2
h,yi +

1
2
hk1

)
k3 = f

(
xi +

1
2
h,yi +

1
2
hk2

)
k4 = f (xi + h,yi + hk3)

(7.66)
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ระเบยีบวธิขีองคตุตา (Kutta’s method)

yi+1 = yi +
1
8
h(k1 +3k2 +3k3 + k4)

k1 = f (xi , yi )

k2 = f
(
xi +

1
3
h,yi +

1
3
hk1

)
k3 = f

(
xi +

2
3
h,yi −

1
3
hk1 + hk2

)
k4 = f (xi + h,yi + hk1 − hk2 + hk3)

(7.67)

ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตา–กลิ (Runge–Kutta–Gill’s method)

วธินี ี้ เปน็แบบทีน่ยิมใช้มากทีส่ดุ โดยที่

yi+1 = yi +
1
6
h

[
k1 +2

(
1− 1
√
2

)
k2 +2

(
1+

1
√
2

)
k3 + k4

]
k1 = f (xi , yi )

k2 = f
(
xi +

1
2
h,yi +

1
2
hk1

)
k3 = f

(
xi +

1
2
h,yi +

(
−1
2

+
1
√
2

)
hk1 +

(
1− 1
√
2

)
hk2

)
k4 = f

(
xi + h,yi −

1
√
2
hk2 +

(
1+

1
√
2

)
hk3

)
(7.68)

ตัวอยา่ง 7.5. จงคำนวณหาคำตอบของสมการต่อไปน้ีด้วยระเบียบวิธีของรงุเง–คตุตาอันดับท่ีส่ีในช่วง
0 ≤ x ≤ 1

y′ = y +2x − 1;y(0) = 1.0 (E1)

วิธีทำ แบ่งช่วง 0 ≤ x ≤ 1 ออกเปน็ 10 ช่วง โดยท่ี x0 = 0.0,x1 = 0.1, . . . , และ x10 = 1.0 ด้วยระยะห่างของ
แต่ละจดุการคำนวณ h = 0.1 และ y0 = y(x = 0) = 1.0 จากน้ันใช้สมการ (7.66) ถึง (7.68) ในการคำนวณจะ
ได้ผลเฉลยมาดังตารางต่อไปน้ี
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xi Value of yi Exact Solution

Runge 1 Kutta 2 Runge-Kutta-Gill yi

0.00 1.0 1.0 1.0 1.0

0.10 1.01034164 1.01034164 1.01034164 1.01034260

0.20 1.04280472 1.04280472 1.04280472 1.04280663

0.30 1.09971619 1.09971619 1.09971619 1.09971619

0.40 1.18364716 1.18364811 1.18364811 1.18365002

0.50 1.29743958 1.29744053 1.29744148 1.29744339

0.60 1.44423389 1.44423485 1.44423580 1.44423676

0.70 1.62750149 1.62750244 1.62750340 1.62750530

0.80 1.85107708 1.85107803 1.85107994 1.85108185

0.90 2.11920071 2.11920166 2.11920357 2.11920643

1.00 2.43655777 2.43655777 2.43656063 2.43656349

7.3.5 การประมาณคา่ความคลาดเคลือ่นของระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาด้วยระเบยีบวธิ ี
ประมาณคา่นอกชว่งของรชิารด์สัน

ถ้าหาก y
(1)
i+1 และ y

(2)
i+1 เปน็คา่ทีค่ำนวณได้จากระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาทีใ่ช้ระยะหา่งของแตล่ะจดุการ

คำนวณตา่งกันสองคา่ คอื h1 = h และ h2 = (h/2) ตามลำดับ ถ้าผลเฉลยจรงิของสมการอนพัุนธท์ ีต่ำแหนง่ x = xi+1

คอื ȳi+1 เราสามารถใช้ระเบยีบวธิปีระมาณคา่นอกชว่งของรชิารด์สัน (Richardson extrapolation) จะได้

ȳi+1 =
y
(1)
i+1 − 2

ny
(2)
i+1

1− 2n
(7.69)
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สมการ (7.69) จะให้ผลเปน็การประมาณคา่ทีแ่มน่ยำขึ้น และสามารถใช้คำนวณหาความคลาดเคลือ่นเฉพาะจดุได้ดังนี้

e = ȳi+1 − y
(1)
i+1 =

2n
(
y
(2)
i+1 − y

(1)
i+1

)
2n − 1

(7.70)

และ

e =
4
3

(
y
(2)
i+1 − y

(1)
i+1

)
สำหรับระเบยีบวธิอัีนดับทีส่อง

=
8
7

(
y
(2)
i+1 − y

(1)
i+1

)
สำหรับระเบยีบวธิอัีนดับทีส่าม

=
16
15

(
y
(2)
i+1 − y

(1)
i+1

)
สำหรับระเบยีบวธิอัีนดับทีส่ ี่

(7.71)

สมการ (7.71) สามารถนำไปใช้ในการหาระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ สงูสดุ (hmax) ทีค่วามแมน่ยำ ϵ ได้ดังนี้

hmax ≤ h1

 ϵ(2n − 1)

2n
(
y
(2)
i+1 − y

(1)
i+1

)


1
n+1

(7.72)

การใช้สมการ (7.72) เพ ือ่ปรับระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ ในการคำนวณเพือ่ให้ได้ความแมน่ยำที่
ต้องการ อยา่งไรกต็ามการคำนวณในสมการ (7.72) จะสิ้นเปลอืงข้ันตอนและเวลาในการคำนวณมากจงึจะไมน่ยิมปรับ
ระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณด้วยสมการ (7.72) ในทกุ ๆ ลำดับของการคำนวณ แตล่ะใช้ระยะหา่งของแตล่ะจดุ
การคำนวณคา่หนึง่ (h1) ไปจำนวน m steps กอ่น แล้วคอ่ยทำการปรับคา่ใหม ่ สว่นคา่ของจำนวนข้ันการคำนวณ m

สามารถเลอืกคา่ได้ตามความเหมาะสม
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7.4 ระบบสมการเชงิอนพัุนธ์
ดังทีไ่ด้กลา่วมาแล้ววา่ สมการเชงิอนพัุนธอั์นดับ nth ใด ๆ สามารถแสดงในรปูของระบบของสมการเชงิ

อนพัุนธอั์นดับหนึง่จำนวน n สมการได้ ดังนี้
dy⃗

dx
= f⃗ (y⃗,x) (7.73)

โดยที่

y⃗ =



y1

y2

.

.

.

yn



, f⃗ =



f1

f2

.

.

.

fn



, y⃗0 =



y1,0

y2,0

.

.

.

yn,0


รวมถงึระบบของสมการเชงิอนพัุนธอั์นดับสงู ๆ กส็ามารถเขยีนได้ในรปูของสมการ (7.73) ได้ด้วยเชน่กัน เพราะฉะน้ัน
วธิทีกุวธิที ีก่ลา่วมาในบทนี้ สามารถนำมาใช้ในการคำนวณหาผลเฉลยของสมการ (7.73) โดยการใช้ y⃗ และ f⃗ แทนคา่
y และ f ตามลำดับ
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แบบฝกึหัดท้ายบท
1. จงคำนวณหาคำตอบของสมการตอ่ไปนี้ในชว่ง x = 0 ถงึ x = 1 ด้วย ระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ เทา่กับ

0.25 โดยที่ y(0) = 1

dy

dx
= (1+2x)

√
y

ด้วย (ก) ระเบยีบวธิขีองออยเลอร์ (Euler’s) (ข) ระเบยีบวธิขีองฮวน Huen’s (ค) ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตา
อันดับทีส่อง และ พลอ็ตกราฟของผลเฉลยทีไ่ด้ท้ังหมดเปรยีบเทยีบกับคำตอบจรงิ

2. จงคำนวณหาคำตอบของสมการตอ่ไปนี้ ด้วยระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตาอันดับทีส่ ี่ ในชว่ง x = 0 ถงึ x = 5 ด้วย
ระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ เทา่กับ 0.5 โดยที่ y(0) = 4 และ y′(0) = 0

d2y

dx2
+0.5

dy

dx
+7y = 0

และพลอ็ตกราฟของผลการคำนวณทีไ่ด้

3. จงคำนวณหาคำตอบของสมการตอ่ไปนี้ ด้วยวธิ ี (ก) ระเบยีบวธิขีองออยเลอร์ (ข) ระเบยีบวธิขีองรงุเง–คตุตา
อันดับทีส่ ี่ ในชว่ง x = 0 ถงึ x = 1 ด้วยระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ เทา่กับ 0.2 โดยที่ y(0) = 2 และ
z(0) = 4

dy

dx
= −2y +4e−x

dz
dx

=
yz2

3

4. การเคลือ่นทีข่องระบบสปรงิ–มวล–แดมเปอร์ อธบิายได้ดังสมการตอ่ไปนี้

m
d2x

dt2
+ c

dx
dt

+ kx = 0

จงคำนวณและพลอ็ต การขจัด x (m) ในชว่งเวลา 0 ≤ t ≤ 15 (s) โดยกำหนดให้ m = 20 kg, c = 5 (N.s/m) และ
k = 20 (N/m) การขจัดเร ิม่ต้น และเวลาเร ิม่ต้นของมวลมคีา่เทา่กับ 1 m และ 0 m/s ตามลำดับ

5. ในการระบายน้ำออกจากถังทรงกระบอกผา่นวาลว์ทีก้่นถัง อัตราการเปลีย่นแปลงระดับน้ำในถังสามารถแสดง
ได้ดังนี้

dy

dt
= −k√y

ถ้าคา่ k = 0.06 จงคำนวณหาเวลาทีใ่ช้ระบายน้ำท้ังหมดออกจากถังนี้ โดยทีถั่งน ี้มรีะดับน้ำเร ิม่ต้นสงู 3 Meters
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6. การเคลือ่นทีข่องวัตถทุ ีผ่กูตดิกับสปรงิและแดมเปอรส์ามารถเขยีนเปน็สมการเชงิอนพัุนธส์ามัญ ได้ดังนี้

m
d2x

dt2
+ c

dx
dt

+ kx = 0

รปูที่ 7.7: ระบบมวล–สปรงิ–แดมเปอร์

โดยที่ x คอื ระยะยดืจากจดุสมดลุ (m), t คอื เวลา (s) และ c คอื สัมประสทิธ ิค์วามหนว่ง (damping coef-

ficient) (N.s/m) ถ้าหากคา่คงทีส่ปรงิมคีา่ 20 N/m ความเรว็เร ิม่ต้นเปน็ 0 และระยะทางเร ิม่ต้น มคีา่ x = 1

m จงคำนวณหาระยะยดืชองสปรงิในชว่งเวลา 0 ถงึ 15 วนิาที และพลอ็ตกราฟระยะยดืตอ่เวลาของท้ังสามคา่
สัมประสทิธ ิค์วามหนว่ง ได้แก ่ 5 (underdamped), 40 (critically damped) และ 200 (overdamped)

7. ภาชนะทรงกลมมรีเูปดิทีก้่นถังเพือ่ให้ของไหลระบายออก ดังรปูที่ 7.8 อัตราการไหลเชงิปรมิาตรทีผ่า่นรเูปดิ
เขยีนโดยใช้กฎของ Torricelli ได้ดังนี้

Q = CA
√
gh

โดยที่Q คอื อัตราการไหลเชงิปรมิาตรขาออก (m3/s), C คอื สัมประสทิธ ิก์ารไหล มคีา่เปน็ 0.6, A คอื พื้นทีข่อง
รเูปดิ (m2) และ h คอื ความลกึของของไหล (m) ใช้วธิ ี numerical method ในการหาวา่จะต้องใช้เวลาเทา่ไหร ่
ในการระบายน้ำออกจากภาชนะทรงกลมขนาดเส้นผา่นศนูยก์ลาง 3 m และมรีะดับน้ำเร ิม่ต้นที่ 2.75 m รเูปดิม ี
เส้นผา่นศนูยก์ลาง 0.1 m โดยมปีรมิาตรของของเหลวในภาชนะทีห่าได้จากสมการ ดังนี้

V = πH2 (3r −H)
3

,
dV
dt

= −Q
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รปูที่ 7.8: ถังน้ำทรงกลมทีม่รีรูะบายน้ำด้านลา่ง

8. ในการสบืสวนคดฆีาตรกรรมหรอืคดกีารอัตนวิบิาตรกรรม การคาดการณเ์วลาเสยีชวีติมคีวามสำคัญอยา่งย ิง่
จากการวจัิยโดยการสังเกตพบวา่ อัตราการเปลีย่นแปลงอณุหภมูขิองพื้นผวิของวัตถเุปน็สัดสว่นตอ่ความตา่ง
ระหวา่งอณุหภมูขิองวัตถแุละสภาวะแวดล้อมหรอือณุหภมูโิดยรอบ หรอืทีเ่รยีกวา่ กฎการเยน็ตัวของนวิตัน
(Newton’s Law of Cooling) ดังน้ัน หาก T (t) คอื อณุหภมูขิองพื้นผวิวัตถ ุ ณ เวลา t แล้ว Ta คอื คา่คงทีข่อง
อณุหภมูสิภาวะแวดล้อม ดังน้ัน

dT
dx

= −K(T −Ta)

โดยที่ K > 0 คอื คา่คงทีสั่มพันธ์ สมมตุใืห้ t = 0 ณ เวลาทีพ่บศพมอีณุหภมู ิ T0 และ ณ เวลาเสยีชวีติรา่งกายมี
อณุหภมู ิ Td ตามมาตรฐานปกตมิคีา่เทา่กับ 37 ◦C (98.6 ◦F) หากอณุหภมูขิณะพบศพมคีา่ 29.5 ◦C และเมือ่
ผา่นไปสองชัว่โมงมคีา่เทา่กับ 23.5 ◦C อณุหภมูโิดยรอบเปน็ 20 ◦C

• จงหา K และเวลาในการเสยีชวีติ

• จงคำนวณหาคำตอบของสมการอนพัุนธส์ามัญด้วยวธิ ี numerical และจงพลอ็ตกราฟอณุหภมูริา่งกายตอ่
เวลา

9. ข้อที่ 20 หน้าที่ 951 สมการตอ่ไปนี้ถกูใช้ในการหาการโกง่ตัวของเสากระโดงเรอืใบเมือ่มแีรงลมปะทะ คอื

d2y

dz2
=
f (z)
2EI

(L− z)2



บทที่ 7. สมการเชงิอนพัุนธส์ามัญ: ปญัหาคา่เร ิม่ต้น 215

โดยที่ f (z) คอื แรงลม , E คอื modulus of elastic, L คอื ความยาวกระโดงเรอื และ I คอื โมเมนตค์วามเฉ ือ่ย
แรงทีก่ระทำตอ่เสากระโดงเรอืขึ้นอย ูกั่บความสงู z ดังแสดงในสมการ

f (z) =
200z
5+ z

e−2z/30

จงหาการโกง่ของเสาทีค่วามสงูตา่ง ๆ ถ้า y = 0, dy/dx = 0 ณ z = 0, L = 30, E = 1.25 ∗ 108 และ I = 0.05

แสดงผลการคำนวณเปน็กราฟของคา่การโกง่ทีค่วามสงูตา่ง ๆ

10. สระน้ำระบายน้ำผา่นทอ่ดังภาพที่ 7.9 จากสมมตุฐานโดยทัว่ไปแล้ว สมการเชงิอนพัุนธท์ ีแ่สดงความสัมพันธ์
ระหวา่งความลกึตอ่เวลาคอื

dh
dt

= − πd2

4A(h)

√
2g(h+ e)

โดยที่ h คอื ความดกึ (m), t คอื เวลา (s), d คอื เส้นผา่นศนูยก์ลางของทอ่ (m), A(h) คอื พื้นทีผ่วิของอา่งน้ำที่
ขึ้นกับเวลา (m2) และ e คอื ความลกึของทอ่ทีร่ะบายน้ำออกใต้ก้นบอ่ (m) จงใช้ข้อมลูข้างลา่งนี้ คำนวณสมการ
เชงิอนพัุนธเ์พ ือ่หาเวลาทีใ่ช้ในการระบายน้ำออกจากสระน้ำจนหมด กำหนดให้ h(0) = 6 m, d = 0.25 m, e = 1

m และจงพลอ็ตกราฟระดับน้ำตอ่เวลา

รปูที่ 7.9: สระน้ำทีม่กีารระบายน้ำออกผา่นทอ่
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8. สมการเชงิอนพัุนธ์ : ปญัหาเง ือ่นไขขอบเขต

8.1 ระเบยีบวธิกีารยงิ (Shooting method) 218

8.2 ระเบยีบวธิผีลตา่งแบบจำกัด 226

แบบฝกึหัดท้ายบท 236

งานวเิคราะหด้์านวศิวกรรมบางประเภทจะต้องแก้ปญัหาสมการเชงิอนพัุนธท์ ีม่กีารกำหนดเง ือ่นไขมากกวา่
หนึง่ตำแหนง่ สมการเชงิอนพัุนธท์ ีม่กีารระบคุา่ท ีต่ำแหนง่ตัวแปรอสิระมากกวา่หนึง่ตำแหนง่ เรยีกวา่ ปญัหาเง ือ่นไข
ขอบเขต (Boundary–value problem, BVP) ตัวอยา่งของสมการเชงิอนพัุนธแ์บบเง ือ่นไขขอบเขต มดัีงนี้

d2y(x)
dx2

= f

(
x,y,

dy

dx

)
;a ≤ x ≤ b (8.1)

โดยมเีง ือ่นไขขอบเขต (Boundary conditions) คอื

y(x = a) = α;y(x = b) = β

บางคร้ังเง ือ่นไขขอบเขตอาจจะอยูใ่นรปู

c1y(x = a) + c2
dy

dx
(x = a) = c3 (8.2)

c4y(x = a) + c5
dy

dx
(x = a) = c6 (8.3)

โดยที่ c1 ถงึ c6 เปน็คา่คงที่ จะเหน็วา่ เง ือ่นไขขอบเขตของสมการ (8.1) จะเปน็การกำหนดคา่ y ไว้ท ีต่ำแหนง่ x สอง
ตำแหนง่ ดังน้ันผลเฉลยจะต้องสอดคล้องกับเง ือ่นไขขอบเขตที่ x = a และ x = b เน ือ่งจากไมร่ ู้คา่ (dy/dx) ทีต่ำแหนง่
x = a จงึไมส่ามารถเร ิม่ต้นคำนวณจากจดุ x = a ไปตามชว่งการคำนวณ h ได้ จงึต้องใช้วธิตีา่ง ๆ ดังตอ่ไปนี้

217
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8.1 ระเบยีบวธิกีารยงิ (Shooting method)

วธินี ี้สามารถใช้ได้กับปญัหาเง ือ่นไขขอบเขต ท้ังแบบสมการเชงิเส้นและสมการไมเ่ปน็เชงิเส้น หลักการของ
วธินี ี้ คอื เปลีย่นปญัหาแบบปญัหาเง ือ่นไขขอบเขตให้เปน็ปญัหาเง ือ่นไขเร ิม่ต้น แล้วใช้วธิขีองปญัหาเง ือ่นไขเร ิม่ต้นดัง
กลา่วในบททีผ่า่นมาคำนวณหาผลเฉลยโดยมข้ัีนตอนดังตอ่ไปนี้

1. เดาคา่เร ิม่ต้นของสมการอนพัุนธ์ เพ ือ่ท ีจ่ะสามารถแก้ไขปญัหาแบบเง ือ่นไขเร ิม่ต้น (IVP) ได้

2. กำหนดสมการความสัมพันธร์ะหวา่ง y และคา่เร ิม่ต้นทีเ่ดาขึ้นมา

3. คำนวณคา่ปรพัินธข์องสมการเชงิอนพัุนธแ์ละสมการความสัมพันธท์ ีส่ร้างขึ้นมาในชว่งของ x ในรปูของสมการ
ปญัหาเง ือ่นไขเร ิม่ต้น

4. ผลทีไ่ด้จากข้ันตอนที่ 3 นำมาใช้ใ่นการปรับแก้คา่เดาเร ิม่ต้นใหมต่อ่ไป

5. ใช้คา่เดาเร ิม่ต้นใหม่ ในข้ันตอนที่ 4 ทำซ้ำข้ันตอนที่ 2 ถงึ 4 จนกระทัง่ผลเฉลยตรงกับคา่เง ือ่นไขขอบเขตทีส่อง

วธินี ี้คล้ายกับระเบยีบวธิขีองนวิตัน–ราฟสัน ทีใ่ช้ในการหารากของสมการ บางคร้ังจะเรยีกวธินี ี้วา่ระเบยีบวธิขีองนวิ
ตัน–ราฟสัน พจิารณาสมการเชงิอนพัุนธอั์นดับสองตอ่ไปนี้

d2y(x)
dx2

= f

(
x,y,

dy

dx

)
;a ≤ x ≤ b (8.4)

โดยมเีง ือ่นไขขอบเขต คอื
y(x = a) = ya

และ
dy

dx
(x = b) = y′b

โดยที่ a และ b เปน็คา่เร ิม่ต้นและคา่สดุท้ายของ x และถ้านยิามให้

y1(x) = y(x)

และ
y2(x) =

dy1(x)
dx

=
dy(x)
dx

สมการ (8.4) สามารถเขยีนเปน็ระบบสมการเชงิอนพัุนธส์ามัญอันดับแรกสองสมการได้ ดังนี้

dy1(x)
dx

= f1(x,y1, y2) ≡ y2(x) (8.5)
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dy2(x)
dx

= f2(x,y1, y2) ≡ f (x,y1, y2) (8.6)

y1(a) = y1,s ≡ ya (8.7)

และ
y2(b) = y2,f ≡ y′b (8.8)

ในการคำนวณหาคา่ปรพัินธข์องสมการ (8.5) และ (8.6) จะต้องร ู้คา่ y1(x) และ y2(x) ทีต่ำแหนง่เร ิม่ต้น a แตเ่น ือ่งจาก
มเีพยีง y1(a) = y1,s จาก สมการ (8.7) เทา่น้ันทีร่ ู้คา่ ดังน้ัน จงึต้องทำการเดาคา่เร ิม่ต้นของ y2(a) โดยกำหนดให้

y2(x = a) = Y (8.9)

จากน้ัน ใช้วธิใีดกไ็ด้ในบทที่ 7 คำนวณหาคา่ปรพัินธข์องสมการ (8.5) และสมการ (8.6) จาก a ถงึ b เพ ือ่หาผลเฉลย
ของ y1(x) และ y2(x) เน ือ่งจากคา่เร ิม่ต้น y2(a) เปน็คา่เดา เพราะฉะน้ันคา่สดุท้ายทีค่ำนวณได้ y2(b,Y ) จะไมต่รงกับ
เง ือ่นไขในสมการ (8.8) ดังแสดงในรปู 8.1 ดังน้ัน จงึจะต้องมกีารแก้ไขคา่เดา Y ใหมใ่ห้เหมาะสมในการนำมาใช้เปน็
เง ือ่นไขเร ิม่ต้น y2(x) ตอ่ไป โดยพจิารณาให้

รปูที่ 8.1: ภาพอธบิายหลักการคำนวณของระเบยีบวธิกีารยงิ

h(Y ) = y2(b,Y )− y2,f (8.10)
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พจิารณาอนกุรมเทยเ์ลอร์ (Taylor’s series) ของ h(Y ) รอบตำแหนง่ Y

h(Y +∆Y ) = h(Y ) +
∂h
∂Y

∆Y + . . . (8.11)

และถ้าให้คา่ Y +∆Y เปน็คา่เร ิม่ต้นทีท่ำให้คา่ y2(x) ตรงกับเง ือ่นไขทีก่ำหนดให้กจ็ะได้วา่

∆Y = − h(Y )(
∂h
∂Y

) (8.12)

จากสมการ (8.10)
∂h(Y )
∂Y

=
∂y2(b,Y )

∂Y
(8.13)

สมการ (8.12) สามารถเขยีนได้ ดังนี้
∆Y = −

(y2(b,Y )− y2,f ){
∂y2(b,Y )

∂Y

} (8.14)

คา่เดาใหมข่อง y2(x) กค็อื
y2(a) = Y +∆Y (8.15)

โดยที่Y คอืคา่เดาเร ิม่ต้น และ ∆Y ได้จากสมการ (8.14) สว่นเทอม ∂y2(b,Y )
∂y หาได้ด้วยการหาอนพัุนธข์องสมการ (8.5)

และ (8.6) ดังน ี้
∂
∂Y

(
dy1
dx

)
=

d
dx

(
∂y1
∂Y

)
=

∂f1
∂y1

y1
∂Y

+
∂f1
∂y2

y2
∂Y

(8.16)

และ
∂
∂Y

(
dy2
dx

)
=

d
dx

(
∂y2
∂Y

)
=

∂f2
∂y1

y1
∂Y

+
∂f2
∂y2

y2
∂Y

(8.17)

กำหนดให้
g1 =

∂y1
∂Y

,g2 =
∂y2
∂Y

(8.18)

สมการ (8.16) และ (8.17) สามารถแสดงได้วา่

dg1
dx

=
∂f1
∂y1

g1 +
∂f1
∂y2

g2 (8.19)

และ
dg2
dx

=
∂f2
∂y1

g1 +
∂f2
∂y2

g2 (8.20)
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คา่เร ิม่ต้นสำหรับ g1 และ g2 สามารถหาได้จากสมการ (8.7), (8.9) และ (8.18)

g1(a) =
∂y1
∂Y

∣∣∣∣
a
= 0 (8.21)

และ
g2(a) =

∂y2
∂Y

∣∣∣∣
a
= 1 (8.22)

สมการที่ (8.5), (8.6), (8.19) และ (8.20) จะถกูคำนวณแบบระบบสมการเชงิอนพัุนธส์ามัญอันดับหนึง่ส ีส่มการ ด้วย
เง ือ่นไขเร ิม่ต้นจากสมการ (8.7), (8.8), (8.21) และ (8.22) จากน้ัน คา่ปรับแก้ ∆Y สามารถคำนวณได้จาก y2(a,Y )

และ (∂y2/∂Y )
∣∣∣∣
a
จากสมการ (8.15) ทำการคำนวณวนซ้ำท้ังหมด โดยใช้เง ือ่นไขขอบเขตใหม่ (Ynew = Yold + ∆Y )

จนกระทัง่
|h(Y )| = |y2(b,Y )− y2,f | < ϵ (8.23)

ตัวอยา่ง 8.1. จงคำนวณหาอณุหภมิูตามแนวรัศมีของท่อทรงกระบอกท่ีมีรัศมีภายใน 5 inch และรัศมี
ภายนอก 10 inch โดยท่ีผิวท่อด้านในมีอณุหภมิูคงท่ีเท่ากับ 120◦ และผิวด้านนอกท่อมีอณุหภมิูคงท่ีเท่ากับ
60◦

วิธีทำ สมการการกระจายตัวของอณุหภมิูในแนวรัศมีแบบ 1 มิติ คือ

d2T

dr2
=
1
r
dT
dr

= 0 (E1)

ด้วยเง่ือนไขขอบเขตเท่ากับ
T (r = 5) = 120,T (r = 10) = 60 (E2)

เขียนสมการ (E1) ให้อย ู่ในรปูของสมการอันดับหน่ึงจำนวนสองสมการ ได้ดังน้ี

dT1
dr
≡ dT

dr
= T2 (E3)

และ
dT2
dr

=
1
2
T2 (E4)

สมมติให้ ค่า Y (1) = dT
dr (r = 5) = −11.0 แล้วใช้ระเบียบวิธีของรงุเง-คตุตาอันดับท่ีส่ี คำนวณผลเฉลยของ T (r =
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10) = 81.8769◦C และ dT
dr (r = 10) = −5.5◦C/in จะได้ค่า h(Y ) ดังน้ี

h(Y (1)) = y2(b,Y
(1))− y2,f = 81.8769− 60 = 21.8769 (E5)

ต่อมาสมมติให้ ค่า Y (2) = dT
dr (r = 5) = 13.0 แล้วใช้ระเบียบวิธีของรงุเง-คตุตาอันดับท่ีส่ีคำนวณผลเฉลยของ

T (r = 10) = 74.9455◦C และ dT
dr (r = 10) = −6.5◦C/in จะได้ค่า h(Y ) ดังน้ี

h(Y (2)) = y2(b,Y
(2))− y2,f = 74.9455− 60 = 14.9455 (E6)

ใช้วิธีผลต่างแบบจำกัดคำนวณหาค่าของ ∂h
∂Y ท่ี Y (1) จากสมการ (E5) และ (E6) จะได้

∂h
∂Y

∣∣∣∣
Y (1)

=
h(Y (2))− h(Y (1))

Y (2) −Y (1)
=
74.9455− 81.8769
−13.0+11.0

= 3.4657 (E7)

คำนวณค่า ∆Y โดยการใช้อนกุรมเทย์เลอร์ ของ h(Y ) จะได้

h(Y ) = h(Y (1)) +
∂h
∂Y

(Y (1))∆Y = 0 (E8)

∆Y = − h(Y (1))
∂h
∂Y (Y

(1))
(E9)

จะได้ค่าประมาณ Y (3) = Y(1) + ∆y = −11.0 − 6.3124 = −17.3124 ผลเฉลยจากระเบียบวิธีของรงุเง-คตุตา
อันดับท่ีส่ีก็คือ

T (r = 10) = 60.0◦C,
dT
dr

(r = 10) = −8.6562◦C/in (E10)

เน่ืองจากผลเฉลยได้ค่า T (r = 10) = 60◦C ตรงกับท่ีกำหนด ดังน้ันผลเฉลยในรอบน้ีจึงเปน็ผลเฉลยสดุท้าย รปู
ท่ี 8.2 แสดงให้เห็นการกระจายตัวของอณุหภมิูท่ีได้จากค่า Y (i) ต่าง ๆ
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รปูที่ 8.2: การกระจายตัวของอณุหภมูจิากคา่ Y (i) ตา่ง ๆ

8.1.1 วธิกีารคำนวณทัว่ไปสำหรับระบบสมการ จำนวน n สมการ

พจิารณาระบบสมการเชงิอนพัุนธ์

dy1
dx

= f1(x,y1, y2, . . . , yn)

dy2
dx

= f2(x,y1, y2, . . . , yn)

...

dyn
dx

= fn(x,y1, y2, . . . , yn)

(8.24)

โดยมเีง ือ่นไขขอบเขตสำหรับตัวแปรจำนวน k ตัวแปรแรกณ ตำแหนง่สดุท้าย b และจำนวน (n−k) ตัวแปร ณ ตำแหนง่
เร ิม่ต้น a

yi (b) = yi,f ; i = 1,2, . . . , k (8.25)

และ
yi (a) = yi,s ; i = k +1, k +2, . . . ,n (8.26)
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ในการแก้สมการ (8.24) ด้วยวธิขีองเง ือ่นไขเร ิม่ต้น เร ิม่ด้วยการเดาเง ือ่นไขเร ิม่ต้นสำหรับ yi (x), i = 1,2 . . . , k

yi (a) = Yi ; i = 1,2, . . . , k (8.27)

ผลเฉลยทีไ่ด้จากคา่เดาเร ิม่ต้นจากสมการ (8.27) จะได้

hi (Y1,Y2, . . . ,Yk) = yi (b,Y1,Y2, . . . ,Yk)− yi,f ; i = 1,2, . . . , k (8.28)

ถ้าสมมตใิห้ (Yi +∆Yi ), i = 1,2, . . . , k สอดคล้องกับเง ือ่นไขขอบเขตจะกำหนดให้

hi (Y1 +∆Y1, . . . ,Yk +∆Yk) = hi (Y1, . . . ,Yk) +
k∑

j=1

∂hi
∂Yj

∆Yj = 0; i = 1,2, . . . , k (8.29)

สมการ (8.29) สามารถจัดได้เปน็
(
∂h1
∂Y1

)
∆Y1 +

(
∂h1
∂Y2

)
∆Y2 + · · ·+

(
∂h1
∂Yk

)
∆Yk = −h1(Y1, . . . ,Yk)

...(
∂hk
∂Y1

)
∆Y1 +

(
∂hk
∂Y2

)
∆Y2 + · · ·+

(
∂hk
∂Yk

)
∆Yk = −hk(Y1, . . . ,Yk)

(8.30)

โดยทีอ่นพัุนธใ์นสมการ (8.30) จะคำนวณทีต่ำแหนง่ x = b ผลเฉลยของสมการ (8.30) จะให้คา่แก้ไขของคา่เดาสำหรับ
การคำนวณในรอบตอ่ไป ดังนี้

∆Y = −
[
J(Y⃗ ,b)

]−1
h⃗(Y⃗ ) (8.31)

โดยที่

∆Y⃗ =



∆Y1

...

∆Yk


(8.32)

h⃗(Y⃗ ) =



h1(Y1, . . . ,Yk)

...

hk(Y1, . . . ,Yk)


(8.33)
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และ

[
J(Y⃗ ,b)

]
=



∂y1
∂Y1

, · · · , ∂y1∂Yk

...

∂yk
∂Y1

, · · · , ∂yk∂Yk


x=b

(8.34)

เทอมของ (∂yi /∂Yk)ในสมการ (8.34) สามารถหาคา่ได้จากการหาคา่อนพัุนธข์องสมการ (8.24)

∂
∂Yj

(
dyi
dx

)
=

d
dx

(
∂yi
∂Yj

)
=

n∑
k=1

∂fi
∂yk

∂yk
∂Yj

; i = 1,2, . . . ,n; j = 1,2, . . . , k (8.35)

ถ้ากำหนดให้
gij =

∂yi
∂Yj

; i = 1,2, . . . ,n; j = 1,2, . . . , k (8.36)

สมการ (8.35) สามารถเขยีนได้ ดังนี้

dpij
dx

=
n∑

k=1

∂fi
∂yk

pij ; i = 1,2, . . . ,n; j = 1,2, . . . , k (8.37)

ด้วยเง ือ่นไขเร ิม่ต้น

gij (a) =


1 if i = j

1 if i , j

; i = 1,2, . . . ,n; j = 1,2, . . . , k (8.38)

สมการ (8.24) และ (8.37) ถกูคำนวณจาก a ถงึ b โดยใช้คา่เร ิม่ต้นจากสมการ (8.26), (8.27) และ (8.38) จากน้ัน คา่
∆⃗Y สามารถคำนวณได้จากสมการ (8.31) และ

Y⃗new = Y⃗old + ∆⃗Y = Y⃗old −
[
J(Y⃗ ,b)

]−1
h⃗Y⃗ (8.39)

ทำการคำนวณวนซ้ำจนกระทัง่

|hi (Y1, . . . ,Yk)| =
∣∣∣yi (b,Y1,Y2, . . . ,Yk)− yi,f ∣∣∣ ≤ ϵ; i = 1,2, . . . , k (8.40)

โดยที่ ϵ เปน็คา่คงทีท่ ีน้่อยมาก ๆ
วธินี ี้สามารถนำไปใช้กับระบบสมการเชงิอนพัุนธท้ั์งแบบสมการเชงิเส้นและสมการไมเ่ปน็เชงิเส้น แตส่ำหรับ
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ระบบสมการเชงิเส้นจะมอีกีหนึง่วธิที ีง่า่ยและไมซั่บซ้อน ซึง่สามารถศกึษาเพิม่เตมิได้จากหนังสอืเก ีย่วกับการระเบยีบ
วธิเีชงิตัวเลข (Numerical method) อืน่ ๆ เพิม่เตมิได้

8.2 ระเบยีบวธิผีลตา่งแบบจำกัด

วธินี ี้จะใช้การประมาณคา่สมการเชงิอนพัุนธด้์วยผลตา่งแบบจำกัด ทีจ่ดุคำนวณตา่ง ๆ (Mesh points)

ภายในชว่งของการหาคา่ปรพัินธ์ วธินี ี้จะเปลีย่นให้สมการเชงิอนพัุนธไ์ปอย ูใ่นรปูของระบบสมการพชีคณติ ระบบ
สมการพชีคณติทีไ่ด้จะเปน็เชงิเส้นหรอืไมเ่ปน็เชงิเส้นจะขึ้นอย ูกั่บรปูของสมการเชงิอนพัุนธท์ ีต้่องการคำนวณหาคำ
ตอบ

8.2.1 ผลเฉลยของระบบสมการอันดับสอง
พจิารณาสมการเชงิอนพัุนธอั์นดับสอง

y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = r(x);a ≤ x ≤ b (8.41)

ด้วยเง ือ่นไขขอบเขต
y(a) = α (8.42)

และ
y(b) = β (8.43)

แบง่ชว่งการอนิทเิกรต [a,b] ออกเปน็ N ชว่ง โดยมรีะยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ
เทา่กับ h = ((b − a)/N ) โดยที่ x0 = a และ xN = b และ

xi = a+ ih; i = 1,2, . . . ,N − 1 (8.44)

เปน็จดุคำนวณภายใน (Interior mesh points) นำเอาผลตา่งศนูยก์ลางมาใช้กับเทอม y′ และ y′′

y′(xi ) =
yi+1 − yi−1

2h
(8.45)

และ
y′′(xi ) =

yi+1 − 2yi + yi−1
h2

(8.46)

โดยที่ yi = y(xi ), i = 0,1,2, . . . ,N ดังน้ัน สมการ (8.41) ในรปูของการประมาณคา่ด้วยผลตา่งแบบจำกัดของตำแหนง่
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ที่ i คอื
yi+1 − 2yi + yi−1

h2
+ p(xi )

yi+1 − yi−1
2h

+ q(xi )y(i) = r(xi ); i = 1,2, . . . ,N − 1 (8.47)

ถ้ากำหนดให้
p(xi ) = pi , q(xi ) = qi , r(xi ) = ri (8.48)

นำเอา h2 มาคณูสมการ (8.47) จะได้
(
1+

h
2
pi

)
yi+1 +

(
−2+ h2qi

)
yi +

(
1− h

2
pi

)
yi−1 = h2ri ; i = 1,2, . . . ,N − 1 (8.49)

เน ือ่งจาก y0 และ yN เปน็คา่เง ือ่นไขขอบเขตสมการ (8.49) สามารถเขยีนใหมไ่ด้เปน็

(
−2+ h2q1

)
y1 +

(
1+

h
2
p1

)
y2 = h2r1 −

(
1− h

2
p1

)
α(

1− h
2
p2

)
y1 +

(
−2+ h2q2

)
y2 +

(
1+

h
2
p2

)
y3 = h2r2(

1− h
2
p3

)
y2 +

(
−2+ h2q3

)
y3 +

(
1+

h
2
p3

)
y4 = h2r3

...(
1− h

2
pN−1

)
yN−2 +

(
−2+ h2qN−1

)
yN−1 = h2rN−1 −

(
1+

h
2
pN−1

)
β

(8.50)

จะเหน็ได้วา่ สมการ (8.50) อยูใ่นรปูของระบบสมการเชงิเส้น (N−1) สมการของตัวแปร y1, y2, . . . , yN1
และ p(x), q(x)

และ r(x) เปน็ฟงักชั์นของ x สมการ (8.50) สามารถแสดงในรปูของเมทรกิซ์ ได้วา่

[A]y⃗ = b⃗ (8.51)

โดยที่

y⃗ =



y1

y2

...

yN−2

yN−1



(8.52)
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b⃗ =



h2r1 −
(
1− h

2p1
)
α

h2r2

...

h2rN−2

h2rN−1 −
(
1+ h

2pN−1
)
β



(8.53)

[A] =



Q1 P1

R2 Q2 P2 0

R3 Q3 P3

. . .

. . .

0 . . .

RN−2 QN−2 PN−2

RN−1 QN−1



(8.54)

และ
Pi = 1+

h
2
pi ; i = 1,2, . . . ,N − 2 (8.55)

Qi = −2+ h2qi ; i = 1,2, . . . ,N − 1 (8.56)

Ri = 1− h
2
pi ; i = 2,2, . . . ,N − 1 (8.57)

สมการ (8.51) สามารถคำนวณได้ด้วยระเบยีบวธิรีะบบสมการเชงิเส้น ดังทีก่ลา่วไปแล้วในบททีผ่า่นมา
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ตัวอยา่ง 8.2. จงคำนวณหาคำตอบของสมการต่อไปน้ี

y′′ − y′ + y = 3e2x − 2sinx

y(1) = 6.308447, y(2) = 55.430436
(E1)

วิธีทำ
แบ่งช่วงการคำนวณ 1 ≤ x ≤ 2 ออกเปน็ 99 ช่วง (N = 99) จะได้ step size h = 1/99, x1 = 1.0 และ
xi = x1 + (i − 1)h, i = 2,3, . . . ,100 และ x100 = 2.0 และสมการ (8.49) สามารถแสดงได้ดังน้ี

(
1+

h
2
pi

)
yi+1 +

(
−2+ h2qi

)
yi +

(
1− h

2
pi

)
yi−1 = h2ri ; i = 2, . . . ,N (E2)

โดยท่ี pi = −1, qi = 1 และ ri = 3e2xi −2sinxi สมการ (E2) เปน็ระบบสมการ tridiagonal และผลการคำนวณ
ท่ีเปน็คำตอบคือ

x y(x) Exact y(x) Error

1.0000 0.63084469E+01 0.63084517E+01 0.47683716E-05

1.0200 0.66439004E+01 0.66438770E+01 -0.23365021E-04

1.0300 0.68163695E+01 0.68163314E+01 -0.38146973E-04

1.0400 0.69920797E+01 0.69920273E+01 -0.52452087E-04

1.0500 0.71710930E+01 0.71710272E+01 -0.65803528E-04

...

1.9600 0.51159489E+02 0.51159351E+02 -0.13732910E-03

1.9700 0.52196075E+02 0.52195976E+02 -0.99182129E-04

1.9800 0.53253151E+02 0.53253086E+02 -0.64849854E-04

1.9900 0.54331131E+02 0.54331104E+02 -0.26702881E-04

2.0000 0.55430435E+02 0.55430443E+02 0.76293945E-05
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8.2.2 เง ือ่นไขขอบเขตทีไ่มใ่ชค่า่คงที่

ในบางกรณเีง ือ่นไขขอบเขตทีก่ำหนดให้จะอย ูใ่นรปูฟงักชั์นของตัวแปรตามหรอือนพัุนธข์องตัวแปรตาม เชน่

c1y(a) + c2y
′(a) = c3 (8.58)

ถ้าใช้วธิผีลตา่งไปข้างหน้ากับสมการ (8.58) จะได้วา่

c1y(a) + c2
y(a+ h)− y(a)

h
= c3 (8.59)

และหากสมการ (8.58) เปน็เง ือ่นไขขอบเขตทีต่ำแหนง่ x = a กจ็ะสามารถเขยีนได้ดังนี้

y0 =
(
c3h− c2y1
c1h− c2

)
(8.60)

ดังน้ัน ณ ตำแหนง่ i = 1 สมการ (8.49) จะอยูใ่นรปูของ
(
1+

h
2
p1

)
y2 +

{
−2+ h2q1 −

c2
(c1h− c2)

+
hc2p1

2(c1h− c2)

}
y1

+
{
h2r1 −

c3h
(c1h− c2)

+
h2c3p1

2(c1h− c2)

} (8.61)

แทนคา่สมการ (8.61) แทนลงในสมการแรกของสมการ (8.50) กจ็ะสามารถคำนวณได้ด้วยวธิที ีไ่ด้กลา่วมาข้างต้นแล้ว
ในกรณที ีเ่ง ือ่นขอบเขตเชน่เดยีวกันถกูกำหนด ณ ตำแหนง่ x = b กส็ามารถใช้วธิผีลตา่งไปข้างหลังจะได้วา่

c1y(b) + c2y
′(b) = c3 (8.62)

c1y(b) + c2
y(b)− y(b − h)

h
= c3 (8.63)

หรอื
yN =

(
c3h+ c2yN−1

c1h+ c2

)
(8.64)

แทนคา่สมการ (8.64) ลงในสมการ (8.49) ณ ตำแหนง่ N − 1 จะได้
(
1− h

2
pN−1

)
yN−2 +

{
−2+ h2qN−1 +

c2
(c1h+ c2)

+
hc2pN−1
2(c1h+ c2)

}
yN−1

=
{
h2rN−1 −

c3h
(c1h+ c2)

+
h2c3pN−1
2(c1h+ c2)

} (8.65)
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แทนคา่สมการ (8.65) ลงในสมการสดุท้ายของสมการ (8.50) กจ็ะสามารถคำนวณหาตำตอบได้ด้วยวธิที ีก่ลา่วมาแล้ว
ข้างต้นเชน่กัน

จะสังเกตได้วา่การใช้วธิผีลตา่งแบบจำกัดในสมการ (8.58) และสมการ (8.62) จะมคีวามคลาดเคลือ่นเปน็
O(h) เพราะฉะน้ันความคลาดเคลือ่นของผลเฉลยสดุท้ายจะมคีวามคลาดเคลือ่นเปน็O(h) ด้วย ถ้าต้องการความคลาด
เคลือ่นของผลเฉลยเปน็ O(h2) จะต้องใช้ผลตา่งศนูยก์ลางกับเง ือ่นไขขอบเขตในสมการ (8.58) และ (8.62) ซึง่จะต้อง
มกีารสร้างจดุหลอกในการคำนวณดังแสดงในรปู 8.3 โดยที่ x−1 = a− h และ xN+1 = b + h

รปูที่ 8.3: จดุหลอกสำหรับการคำนวณ หรอื Exterior node points

จากการใช้ผลตา่งศนูยก์ลางกับ y′(a) ในสมการที่ (8.58) จะได้วา่

y−1 =
(
2hc1
c2

)
y0 + y1 −

2hc3
c2

(8.66)

ดังน้ัน y0 ในสมการ (8.49) จะไมใ่ชค่า่คงที่ ต้องเพิม่ตำแหนง่ i = 0 ในสมการ (8.49) ดังน ี้
(
1+

h
2
p0

)
y1 +

(
−2+ h2q0

)
y0 +

(
1− h

2
p0

)
y−1 = h2r0 (8.67)

แทนคา่ y−1 จากสมการ (8.66) ลงในสมการ (8.67) จะได้วา่
(
−2+ h2q0 +

2hc1
c2
−
h2c1p0

c2

)
y0 +

(
−1+ h2q1 −

h
2
p0

)
y1 = h2r0 +

2hc3
c2
−
h2c3p0

c2
(8.68)

และสมการแรกของสมการ (8.50) ที่ i = 1 คอื
(
1− h

2
p1

)
y0 +

(
−2+ h2q1

)
y1 +

(
1+

h
2
p1

)
y2 = h2r1 (8.69)

จะเหน็ได้วา่รปูสมการใหมจ่ะเปน็ระบบสมการเชงิเส้นทีม่ตัีวแปรทีไ่มร่ ู้คา่ จำนวน N ตัว คอื yo,y1, y2, . . . , yN−1
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เทคนคิดังทีไ่ด้กลา่วมาข้างต้นนี้ ยังสามารถนำไปประยกุตใ์ช้กับสมการเชงิอนพัุนธท์ ีม่อัีนดับสงู หรอืปญัหาคา่ไอเกน
(Eigen values problem) ได้ ดังตัวอยา่งตอ่ไปนี้

(ก)

(ข)

(ค)

รปูที่ 8.4: Nonuniform beam และ Finite difference grid
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ตัวอยา่ง 8.3. จงคำนวณหาระยะการเบ่ียงเบนของคาน (Deflection) ดังแสดงในรปู 8.4 จากสมการข้างล่าง
ดังน้ี

d2

dx2

[
EI (x)

d2y(x)
dx2

]
= p(x) (8.70)

หรือ
EI (x)

d4y(x)
dx4

+2
d
dx

(EI (x))
d3y(x)
dx3

+
d2

dx2
(EI (x))

d2y(x)
dx2

= p(x) (8.71)

โดยท่ี E คือค่า Young’s modulus, I คือค่า โมเมนต์ความเฉ่ือยของพ้ืนท่ี (Area moment of inertia) ของคาน
และ p คือ แรงท่ีกระทำต่อคานท่ีระยะทาง x โดยท่ีมีเง่ือนไขขอบเขต ดังต่อไปน้ี

y(0) = 0 deflection is zero at x = 0 (8.72)

y′(0) = 0 slope is zero at x = 0 (8.73)

y′′(l) = 0 bending moment is zero at x = l (8.74)

y′′′(l) = 0 shear force is zero at x = l (8.75)

แบ่งคานออกเปน็ N ช่วงเท่า ๆ กัน ด้วย ระยะห่างของแต่ละจดุการคำนวณ h = l
N จะได้

x0 = 0,x1 = h,x2 = 2h, . . . ,xi = ih, . . . ,xN =Nh = l (8.76)

ใช้ผลต่างศนูย์กลางกับอนพัุนธ์ของ y

y′′i =
yi−1 − 2yi + yi+1

h2
(8.77)

y′′′i =
−yi−2 +2yi−1 − 2yi+1 + yi+2

2h3
(8.78)

y′′′′i =
yi−2 − 4yi−1 +6yi − 4yi+1 + yi+2

h4
(8.79)

โดยมีเง่ือนไขขอบเขต
y′(0) = y′0 =

y1 − y−1
2h

= 0 (8.80)
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y′′(l) = y′′N =
yN−1 − 2yN + yN+1

h2
= 0 (8.81)

y′′′(l) = y′′′N =
−yN−2 +2yN−1 − 2yN+1 + yN+2

2h3
= 0 (8.82)

และอนพัุนธ์ของโมเมนต์ความเฉ่ือยของพ้ืนท่ี คือ

I ′i =
Ii+1 − Ii−1

2h
; i = 1,2, . . . ,N − 1 (8.83)

I ′′i =
Ii−1 − 2Ii + Ii+1

h2
; i = 1,2, . . . ,N − 1 (8.84)

I ′N =
3IN − 4IN−1 + IN−2

2h
(8.85)

I ′′N =
2IN − 5IN−1 +4IN−2 − IN−3

h2
(8.86)

แทนค่า สมการ (8.77) ถึง (8.79), (8.83) และ (8.84) ลงในสมการ (8.71) จะได้
(
EIi −

1
2
EIi+1 +

1
2
EIi−1

)
yi−2 + (−6EIi +2EIi+1)yi−1

+ (10EIi − 2EIi−1 − 2EIi+1)yi + (−6EIi +2EIi−1)yi+1

+
(
EIi +

1
2
EIi+1 −

1
2
EIi−1

)
yi+2 = h4pi ; i = 1,2, . . . ,N

(8.87)

หรือ
aiyi−2 + biyi−1 + ciyi + diyi+1 + eyi+2 = h4pi ; i = 1,2, . . . ,N (8.88)

จากสมการ (8.72) และ (8.73) เง่ือนไขขอบเขตท่ี x = 0 คือ

y(0) = y0 = 0 (8.89)

y′(0) = y′0 =
y1 − y−1

2h
= 0 (8.90)

สำหรับตำแหน่ง i = 1 จะได้ว่า
(a1 + c1)y1 + d1y2 + e1y3 = h4p1 (8.91)

จากสมการ (8.74) และ (8.75) เง่ือนไขขอบเขตท่ี x = l คือ

yN+1 = 2yN − yN−1

y′′′(l) = y′′′N =
(−yN−2 +2yN−1 − 2yN+1 + yN+2

2h3

)
= 0

(8.92)
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และ
yN+2 = 4yN − 4yN−1 + yN−2 (8.93)

aNyN−2 + bNyN−1 + cNyN + dNyN+1 + eNyN+2 = h4pN (8.94)

แทนค่า สมการ (8.15) และ (8.93) ลงในสมการ (8.94) จะได้ว่า

aN−1yN−3 + bN−1yN−2 + (cN−1 − eN−1)yN−1 + (dN−1 +2eN−1)yN = h4pN−1 (8.95)

(aN + eN )yN−2 + (bN − dN − 4eN )yN−1 + (cN +2dN +4eN )yN = h4pN (8.96)

สดุท้ายจะได้ ระบบสมการเชิงเส้น N สมการ N ตัวแปรท่ีไม่ร ู้ ค่า y1, y2, . . . , yN ซ่ึงสามารถคำนวณได้โดยวิธี
คำนวณระบบสมการเชิงเส้นในบทท่ีผ่านมา

ความแมน่ยำของผลเฉลยจากวธิผีลตา่งแบบจำกัดขึ้นอย ูกั่บชนดิของผลตา่งแบบจำกัดทีน่ำมาประยกุตใ์ช้
และจำนวนจดุในการคำนวณ การเพิม่อันดับของผลตา่งแบบจำกัดให้สงูขึ้นสามารถเพิม่ความแมน่ยำขึ้นได้ แตก่จ็ะ
เพิม่ความย ุง่ยากในการต้ังสมการของเง ือ่นไขขอบเขต การเพิม่จำนวนจดุในการคำนวณกจ็ะทำให้ความแมน่ยำสงูขึ้น
แตจ่ำนวนสมการทีต้่องคำนวณกจ็ะสงูขึ้นด้วยทำให้ใช้เวลาในการคำนวณมากขึ้น แตก่ารเพิม่จำนวนกรดิการคำนวณ
มักจะเปน็ทีน่ยิมมากกวา่ เน ือ่งจากมคีวามย ุง่ยากในการเขยีนโปรแกรมน้อยกวา่
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แบบฝกึหัดท้ายบท
1. จงคำนวณหาคำตอบของสมการตอ่ไปนี้ด้วยระเบยีบวธิกีารยงิ

d2y

dx2
− 1× 10−7(y +273)4 +4(150− y) = 0

โดยที่ y(0) = 200 และ y(0.5) = 100

2. จงคำนวณหาอณุหภมูใินแทง่โลหะยาว 10 m จากสมการตอ่ไปนี้

d2T

dx2
− 0.5T = 0

โดยที่ T (0) = 240 และ T (10) = 150 ด้วยระเบยีบวธิกีารยงิ

3. จงคำนวณหาคำตอบ (x,y,z) ของสมการตอ่ไปนี้ ในชว่ง 0 ≤ t ≤ 20

dx
dt

= −σx+σy

dy

dt
= rx − y − xz

dz
dt

= −bz + xy

(8.97)

โดยที่ σ = 10, b = 2.66667, และ r = 28 ณ เวลาเร ิม่ต้น x = y = z = 5

4. อณุหภมูขิองแทง่โลหะทีม่แีหลง่กำเนดิความร้อนแสดงได้ดังสมการตอ่ไปนี้

d2T

dx2
= −(0.12x3 − 2.4x2 +12x)

โดยที่ T (0) = 40 และ T (10) = 200 ด้วยวธิผีลตา่งแบบจำกัด

5. การเคลือ่นทีข่องวัตถทุ ีต่กลงในแนวดิง่ แสดงได้ดังสมการ

d2x

dt2
+

c
m

dx
dt
− g = 0

โดยที่ c = 12.5 kg/s, g = 9.81 m/s2 ถ้ามวลของวัตถมุคีา่เทา่กับ 70 kg. จงคำนวณหาตำแหนง่ และความเรว็
ของวัตถทุ ีเ่วลาตา่ง ๆ กำหนดให้ x(0) = 0 และ x(12) = 500 m ด้วยวธิผีลตา่งแบบจำกัด
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สมการเชงิอนพัุนธท์ ีข่ึ้นกับตัวแปรต้นมากกวา่หนึง่ตัวจะเรยีกวา่สมการเชงิอนพัุนธย์อ่ย (Partial differential

equation) สมการเชงิอนพัุนธส์ามารถแยกประเภทได้หลายวธิ ี วธิที ีน่ยิมมากทีส่ดุสามารถแยกได้ตามตัวอยา่งตอ่ไปนี้
พจิารณาสมการเชงิเส้นอันดับสอง

A
∂2ϕ

∂x2
+B

∂2ϕ

∂x∂y
+C

∂2ϕ

∂y2
= G

(
x,y,ϕ,

∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y

)
(9.1)

ถ้า A,B และ C เปน็ฟงักชั์นของ x,y,ϕ, ∂ϕ∂x , ∂ϕ∂y สมการ (9.1) จะเขยีนได้วา่

A
∂2ϕ

∂x2
+B

∂2ϕ

∂x∂y
+C

∂2ϕ

∂y2
+D

∂ϕ

∂x
+E

∂ϕ

∂y
+Fϕ =H (9.2)

ถ้า H ในสมการ (9.2) มคีา่เทา่กับศนูย์ สมการ (9.2) จะเรยีกวา่ สมการเอกพันธ์ (Homogeneous equations) ถ้า
H , 0 สมการ (9.2) เรยีกวา่ สมการไมเ่อกพันธ์ (Non-homogeneous) และสมการ (9.2) จะสามารถแบง่เปน็ประเภท
ได้ ดังนี้

Ellipic equation: if B2 − 4AC < 0 (9.3)

Parabolic equation: if B2 − 4AC = 0 (9.4)

Hyperbolic equation: if B2 − 4AC > 0 (9.5)

การแบง่ประเภทของสมการ (9.2) ข้างต้น สามารถใช้ได้กับสมการทีม่อัีนดับสงูกวา่สอง หรอืมตัีวแปรต้นมากกวา่สอง
ตัวได้ สมการประเภทอลิลปิตกิ (Elliptic) มักจะเปน็ทีเ่กดิขึ้นจากสภาวะคงที่ (Steady state) สมการพาราโบลกิ
(Parabolic) จะเปน็สมการทีม่กีารแพร ่ (Diffusion) เข้ามาเก ีย่วข้อง และสมการไฮเปอรโ์บลกิ (Hyperbolic) จะ

237
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เก ีย่วข้องกับระบบทีม่กีารสัน่สะเทอืน (Vibration) เปน็ต้น โดยสว่นมากสมการเชงิอนพัุนธย์อ่ยเหลา่นี้จะถกูคำนวณหา
คำตอบด้วยระเบยีบวธิเีชงิตัวเลข

สมการเชงิอนพัุนธย์อ่ยจะมไีด้ท้ังเง ือ่นไขเร ิม่ต้น และเง ือ่นไขขอบเขต ในกรณขีองปญัหาแบบเง ือ่นไขเร ิม่ต้น
ตัวแปรต้นของสมการอยา่งน้อยหนึง่ตัวจะมชีว่งการคำนวณทีม่ปีลายปดิ สว่นปญัหาแบบเง ือ่นไขขอบเขตจะต้องมกีาร
กำหนดคา่ทีข่อบของพื้นทีก่ารคำนวณท้ังหมด และชนดิของเง ือ่นไขขอบเขตมสีามประเภท ดังนี้

1. เง ือ่นไขแบบดริชิเลท็ (Dirichlet condition) คา่ของตัวแปรตามจะถกูกำหนดบนตำแหนง่ขอบเขต

ϕ(x,y) = u(x,y), for all (x,y)ϵS1 (9.6)

2. เง ือ่นไขแบบนวิแมน (Neuman condition) จะเปน็การกำหนดอัตราการเปลีย่นแปลงของตัวแปรตามในทศิทาง
ต้ังฉากกับขอบเขตทีก่ำหนด

∂ϕ

∂n
(x,y) = v(x,y), for all (x,y)ϵS2 (9.7)

3. เง ือ่นไขแบบรอ็บบนิส์ หรอื แบบผสม (Robbins หรอืmixed condition) จะเปน็การกำหนดคา่ด้วยความสัมพันธ์
เชงิเส้นของตัวแปรตาม ณ ตำแหนง่ขอบเขต

∂ϕ

∂n
(x,y) + rϕ(x,y) = w(x,y), for all (x,y)ϵS3 (9.8)

9.1 สมการเชงิอนพัุนธย์อ่ยแบบอลิปิตกิ (Elliptic)

พจิารณาสมการอลิปิตกิชนดิหนึง่ท ีเ่รยีกวา่ สมการปวัซอง (Poisson’s equation)

∇2ϕ(x,y) =
∂2ϕ(x,y)

∂x2
+
∂2ϕ(x,y)

∂y2
= f (x,y) (9.9)

ภายใต้พื้นทีก่ารคำนวณแบบสีเ่หลืย่ม ดังแสดงในรปู 9.1
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รปูที่ 9.1: พื้นทีก่ารคำนวณเชงิตัวเลขแบบสีเ่หลีย่มของสมการเชงิอนพัุนธ์

โดยมเีง ือ่นไขขอบเขต ดังนี้
ϕ(0, y) = 0 left boundary (9.10)

∂ϕ

∂x
(a,y) = 0 right boundary (9.11)

ϕ(x,0) = 0 bottom boundary (9.12)

∂ϕ

∂y
(x,b) = 0 top boundary (9.13)

แบง่พื้นทีก่ารคำนวณ (Domain) ออกเปน็ m สว่นเทา่ๆ กันตามทศิทาง x และ n ชว่งเทา่ ๆ กันตามทศิทาง y จะได้
ระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ ∆x = (a/m) และ ∆y = (b/n) จะได้กรดิการคำนวณ ดังรปู 9.2 และ

x0 = 0,x1 = ∆x, . . . ,xi = i∆x(i = 1,2, . . . ,m),xm =m∆x = a (9.14)

y0 = 0, y1 = ∆y, . . . ,yj = j∆y(i = 1,2, . . . ,n), yn = n∆y = b (9.15)

สตูรผลตา่งศนูยก์ลางของสมการเชงิอนพัุนธ์ ณ ตำแหนง่ (i, j) คอื

∂2ϕ

∂x2

∣∣∣∣
i,j

=
ϕi−1,j − 2ϕi,j +ϕi+1,j

∆x2
(9.16)

∂2ϕ

∂y2

∣∣∣∣
i,j

=
ϕi,j−1 − 2ϕi,j +ϕi,j+1

∆y2
(9.17)
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รปูที่ 9.2: กรดิการคำนวณสองมติขิองผลตา่งแบบจำกัด

โดยที่ϕ(i,j) = ϕ(xi , yj ) แทนคา่สมการ (9.16) และสมการ (9.17) ลงในสมการ (9.9) จะได้

ϕi−1,j − 2ϕi,j +ϕi+1,j

∆x2
+
ϕi,j−1 − 2ϕi,j +ϕi,j+1

∆y2
= fi,j (9.18)

และ fi,j = f (xi , yj ) เราสามารถแสดงเง ือ่นไขขอบเขตจากสมการ (9.10) ถงึ (9.13) ได้วา่

ϕ(0, y) = ϕ0,j ; j = 0,1,2, . . . ,n (9.19)

∂ϕ

∂x
(a,y) =

∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
m,j

= 0; j = 0,1,2, . . . ,n (9.20)

ϕ(x,0) = ϕi,0 = 0; i = 0,1,2, . . . ,m (9.21)

และ
∂ϕ

∂y
(x,b) =

∂ϕ

∂y

∣∣∣∣
i,n

= 0; i = 0,1,2, . . . ,m (9.22)

เน ือ่งจาก สมการ (9.19) และ (9.21) เปน็คา่คงที่ ดังน้ัน จงึไมต้่องต้ังสมการผลตา่งแบบจำกัดเพือ่คำนวณ ณ ตำแหนง่
ดังกลา่ว สว่นเง ือ่นไขขอบเขตจากสมการ (9.20) และ (9.22) สามารถทำได้หลายวธิ ี วธิแีรกคอืใช้ผลตา่งไปข้างหลัง

∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
m,j

=
ϕm,j −ϕm−1,j

∆x
= 0; j = 0,1,2, . . . ,n (9.23)

∂ϕ

∂y

∣∣∣∣
i,n

=
ϕi,n −ϕi,n−1

∆y
= 0; i = 0,1,2, . . . ,m (9.24)
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ซึง่กค็อื
ϕm,j = ϕm−1,j ; j = 0,1,2, . . . ,n (9.25)

ϕi,n = ϕi,n−1; i = 0,1,2, . . . ,m (9.26)

สมการ (9.25) และ (9.26) จะถกูนำไปใช้ในสมการ (9.18) ที่ i =m และ j = n ตามลำดับ

วธิที ีส่องคอื ใช้ผลตา่งแบบจำกัดทีเ่หมาะสมกับตำแหนง่ขอบเขตมาใช้ เชน่ ณ ตำแหนง่ด้านขวา (i = m) ใช้
ผลตา่งไปข้างหลังกับเทอม (∂2ϕ/∂x2) โดยใช้ผลตา่งไปข้างหลัง ของเทอม (∂ϕ/∂x) ด้วยระยะหา่งของแตล่ะจดุการ
คำนวณเทา่กับ (∆x/2)

∂2ϕ

∂x2

∣∣∣∣
m,j

=

∂ϕ
∂x

∣∣∣∣
m,j
− ∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
m− 1

2 ,j

∆x
2

; j = 1,2, . . . ,n− 1 (9.27)

จากเง ือ่นไขขอบเขตในสมการ (9.20) และใช้ผลตา่งศนูยก์ลางกับเทอม (∂ϕ/∂x)|m− 1
2 ,j

จะได้

∂2ϕ

∂x2

∣∣∣∣
m,j

= − 2
∆x

∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
m− 1

2 ,j
= − 2

∆x

[
ϕm,j −ϕm−1,j

∆x

]
; j = 1,2, . . . ,n− 1 (9.28)

เชน่เดยีวกับขอบเขตด้านบน จะใช้วธิเีดยีวกันกับเทอม (∂2ϕ/∂y2) คอื

∂2ϕ

∂y2

∣∣∣∣
i,n

=

∂ϕ
∂y

∣∣∣∣
i,n
− ∂ϕ

∂y

∣∣∣∣
i,n− 1

2

∆y
2

; i = 1,2, . . . ,m− 1 (9.29)

หรอื
∂2ϕ

∂y2

∣∣∣∣
i,n

= − 2
∆y

∂ϕ

∂y

∣∣∣∣
i,n− 1

2

= − 2
∆y

[
ϕi,n −ϕi,n−1

∆y

]
; i = 1,2, . . . ,m− 1 (9.30)

แทนคา่สมการ (9.28) และสมการ (9.30) ลงในสมการ (9.18) จะได้

− 2
∆x2

(ϕm,j −ϕm−1,j ) +
(
ϕm,j−1 − 2ϕm,j +ϕm,j+1

∆y2

)
= fm,j ; j = 1,2, . . . ,n− 1 (9.31)

และ (
ϕi−1,n − 2ϕi,n +ϕi+1,n

∆x2

)
− 2
∆y2

(ϕi,n −ϕi,n−1) = fi,n; i = 1,2, . . . ,m− 1 (9.32)

สำหรับตำแหนง่มมุ (m,n) สมการผลตา่งแบบจำกัดจะอย ูใ่นรปู

− 2
∆x2

(ϕm,n −ϕm−1,n)−
2

∆y2
(ϕm,n −ϕm,n−1) = fm,n (9.33)
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9.1.1 ขอบเขตการคำนวณทีม่รีปูรา่งไมป่กติ

ในบางกรณพี ื้นทีค่ำนวณของสมการเชงิอนพัุนธย์อ่ยอาจจะมรีปูรา่งทีไ่มป่กติ ดังแสดงในรปู 9.3 และกรดิ
การคำนวณแบบสีเ่หลีย่มอาจจะไมต่กทับกับตำแหนง่ขอบเขตได้

รปูที่ 9.3: โดเมนการคำนวณทีม่ขีอบเขตไมป่กติ

รปูท ี่ 9.4: การใช้สัดสว่นของระยะทางระหวา่งจดุสำหรับการคำนวณสำหรับขอบเขตทีม่รีปูรา่งไมป่กติ

ดังน้ัน การประมาณคา่ผลตา่งแบบจำกัดสำหรับขอบเขตแบบนี้ จงึมวีธิดัีงน ี้
พจิารณากรดิ ดังรปูที่9.4 ระหวา่งจดุคำนวณทางซ้ายและขวาของจดุ (i, j) มรีะยะทางเปน็ α1∆x และ α2∆x

ตามลำดับ โดยที่ α1 และ α2 เปน็สัดสว่นของระยะ ∆x ในลักษณะเดยีวกันกับทศิทาง y ระยะหา่งระหวา่งจดุคำนวณ
ด้านบนและด้านลา่งของจดุ (i, j) คอื β1∆y และ β2∆y ตามลำดับ โดยที่ β1 และ β2 เปน็สัดสว่นของระยะ ∆y และ
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อนพัุนธ์ (∂ϕ/∂x) จะคำนวณจากจดุ (i +1, j) และ (i − 1, j) ดังน ี้

∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
i+1,j

=
ϕi+1,j −ϕi,j

α1∆x
(9.34)

∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
i−1,j

=
ϕi,j −ϕi−1,j

α2∆x
(9.35)

สว่น (∂2ϕ/∂x2) สามารถคำนวณโดยผลตา่งศนูยก์ลาง

∂2ϕ

∂x2

∣∣∣∣
i,j

=

∂ϕ
∂x

∣∣∣∣
i+1,j
− ∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
i−1,j

α1∆x +α2∆x
(9.36)

หรอื
∂2ϕ

∂x2

∣∣∣∣
i,j

=


ϕi+1,j−ϕi,j

α1∆x
− ϕi,j−ϕi−1,j

α2∆x

(α1 +α2)∆x

 (9.37)

ในลักษณะเดยีวกัน
∂2ϕ

∂y2

∣∣∣∣
i,j

=


ϕi,j+1−ϕi,j

β1∆y
− ϕi,j−ϕi,j−1

β2∆y

(β1 + β2)∆y

 (9.38)

แทนคา่ผลตา่งแบบจำกัดลงในสมการ (9.9) ณ ตำแหนง่ (i, j)


ϕi+1,j−ϕi,j

α1∆x
− ϕi,j−ϕi−1,j

α2∆x

(α1 +α2)∆x

+


ϕi,j+1−ϕi,j

β1∆y
− ϕi,j−ϕi,j−1

β2∆y

(β1 + β2)∆y

 = fi,j (9.39)

เง ือ่นไขขอบเขตของ ϕ(x,y) ทีก่ำหนดให้จะแทนคา่ลงใน (9.39)

ตัวอยา่ง 9.1. จงคำนวณหาการกระจายตัวของอณุหภมิูในแผ่นส่ีเหล่ียมขนาด 15 × 20 in. จากสมการลาปลา
ซ (Laplace’s equation) ต่อไปน้ีด้วย ∆x = ∆y = 5 โดยมีรายละเอียดดังรปู 9.5

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
= 0 (E1)

วิธีทำ จากรปู 9.5 ใช้ผลต่างศนูย์กลางกับสมการ (E1) ท่ีจดุ (1,1) จะได้

T01 − 2T11 +T21
∆x2

+
T12 − 2T11 +T10

∆y2
= 0 (E2)
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รปูที่ 9.5: กรดิคำนวณผลตา่งแบบจำกัดของแผน่สีเ่หล ีย่ม

เน่ืองจาก T01 = 100 และ T10 = 150 สมการ (E2) เขียนใหม่ได้ว่า

−4T11 +T12 +T21 +250 = 0 (E3)

ใช้วิธีเดียวกันกับจดุด้านใน (2,1), (1,2), (2,2), (1,3) และ (2,3) ก็จะได้

T11 − 4T21 +T22 +200 = 0 (E4)

−4T12 +T22 +T13 +T11 +100 = 0 (E5)

T12 +4T22 +T23 +T21 +50 = 0 (E6)

−4T13 +T23 +T12 +300 = 0 (E7)

T13 − 4T23 +T22 +250 = 0 (E8)
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จัดให้อย ู่ในรปูของเมทริกซ์ ได้ว่า



−4 1 1 0 0 0

1 −4 0 1 0 0

1 0 −4 1 1 0

0 1 1 −4 0 1

0 0 1 0 −4 1

0 0 0 1 1 −4





T11

T21

T12

T22

T13

T23



=



−250

−200

−100

−50

−300

−250



(E9)

ผลเฉลยของสมการ (E9) คือ T11 = 116.04555,T21 = 103.00208,T12 = 111.18013,T22 =

95.962730,T13 = 132.71222, และ T23 = 119.66874

ความแมน่ยำของผลลัพธส์ามารถเพิม่ได้ด้วยการใช้ระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ, ∆x และ ∆y ทีเ่ลก็ลง

รปูที่ 9.6: กรดิคำนวณผลตา่งแบบจำกัดของสว่นโค้ง
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ตัวอยา่ง 9.2. จงต้ังสมการผลต่างศนูย์กลางของสมการปัวซอง (Poisson’s equation) ต่อไปน้ีท่ีจดุ
(2,1), (2,2) และ (1,2) ในรปู 9.6

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= 2xy (E1)

วิธีทำ จากสมการ (9.39) ท่ีจดุ i = 2, j = 1;x2 = 2, y1 = 1;α1 = 0.9428,α2 = 1,β1 = 1,β2 = 1

2ϕ31 − 7.5490ϕ21 +1.8856ϕ11 +1.8317ϕ22 +1.8317ϕ20 = 14.6536 (E2)

สมการ (9.39) ท่ีจดุ i = 2, j = 2;x2 = 2, y2 = 2;α1 = 0.2358,α2 = 1,β1 = 0.2358,β2 = 1

ϕ32 − 2.5761ϕ22 +0.2358ϕ12 +ϕ23 +0.2358ϕ21 = 2.3312 (E3)

จากสมการ (9.39) ท่ีจดุ i = 1, j = 2;x1 = 1, y2 = 2;α1 = 1,α2 = 1,β1 = 0.9428,β2 = 1

1.8317ϕ22 − 7.5490ϕ12 +1.8317ϕ02 +2ϕ13 +1.8856ϕ11 = 14.6536 (E4)

9.2 สมการเชงิอนพัุนธป์ระเภทพาราโบลกิ

รปูแบบทัว่ไปของสมการเชงิอนพัุนธป์ระเภทพาราโบลกิ คอื

(c1ϕx)x + (c2ϕy)y + (c3ϕz)z + (c4ϕx) + (c5ϕy) + (c6ϕz) + (c7ϕ) = ϕt (9.40)

โดยที่ ci เปน็ฟงักชั์นของ x,y,z และ t พจิารณาสมการพาราโบลกิ

α2∂
2ϕ

∂x2
(x, t) =

∂ϕ

∂t
(x, t); 0 ≤ x ≤ 1 (9.41)

โดยมเีง ือ่นไขขอบเขต

ϕ(0, t) = f (t); t > 0

ϕ(1, t) = g(t); t > 0
(9.42)
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และเง ือ่นไขเร ิม่ต้น
ϕ(x,0) = h(x); 0 ≤ x ≤ 1 (9.43)

โดยที่ α2 คอืคา่คงที่ สมการข้างต้นนี้ สามารถใช้ผลตา่งแบบจำกัดมาคำนวณได้สองวธิ ี คอื ระเบยีบวธิโีดยชัดแจ้ง (ex-

plicit) และระเบยีบวธิโีดยปรยิาย (implicit)

9.2.1 ระเบยีบวธิโีดยชัดแจ้ง

พจิารณากรดิการคำนวณดังแสดงในรปู 9.7 ใช้ผลตา่งแบบจำกัดด้วยการแบง่ชว่งแกน x ออกเปน็ m ชว่ง
ด้วยชว่งการคำนวณ ∆x = (l/m) และแกนของเวลาแบง่ออกเปน็ n ชว่งด้วยลำดับข้ันของเวลา (time step) ∆t

x0 = 0,x1 = ∆x, . . . ,xi = i∆x, . . . ,xm =m∆x = l (9.44)

t0 = 0, t1 = ∆t, . . . , tj = j∆t, . . . , tn = n∆t = T (9.45)

รปูที่ 9.7: กรดิการคำนวณผลตา่งแบบจำกัดของสมการ (9.41)

โดยที่ T คอืเวลาทีส่ ิ้นสดุการคำนวณ สมการผลตา่งศนูยก์ลางทีจ่ะนำมาใช้กับสมการ (9.41) มดัีงนี้

∂2ϕ

∂x2

∣∣∣∣
i,j

=
∂2ϕ

∂x2
(xi , tj ) =

ϕi−1,j − 2ϕi,j +ϕi+1,j

∆x2
(9.46)

∂ϕ

∂t

∣∣∣∣
i,j

=
∂ϕ

∂t
(xi , tj ) =

ϕi,j+1 −ϕi,j−1

2∆t
(9.47)
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แทนคา่สมการ (9.46) และ (9.47) ลงในสมการ (9.41) จะได้

ϕi,j+1 = ϕi,j−1 +
2α2∆t

∆x2
(ϕi+1,j − 2ϕi,j +ϕi−1,j ) (9.48)

สมการ (9.48) แสดงให้เหน็วา่คา่ของตัวแปรตามที่ ลำดับข้ันของเวลาใหม่ สามารถคำนวณได้จากคา่ทีร่ ู้แล้วจากลำดับ
ข้ันของเวลากอ่นหน้านี้ ดังน้ันถ้ามกีารกำหนดเง ือ่นไขขอบเขตและเง ือ่นเไขเร ิม่ต้นกส็ามารถคำนวณหาคำตอบได้จาก

ϕ0,j = fj = f (tj ); j = 1,2, . . . ,n (9.49)

ϕm,j = gj = g(tj ); j = 1,2, . . . ,n (9.50)

ϕi,0 = hi = h(xi ); i = 1,2, . . . ,m (9.51)

สมการ (9.48) สามารถคำนวณหาคำตอบได้ โดยใช้เง ือ่นไขขอบเขตจากสมการ (9.49) ถงึ (9.51) สังเกตวา่ เง ือ่นไข
ขอบเขตในสมการ (9.49) ถงึ (9.51) น้ัน จะต้องไมต่รงกับตำแหนง่ (0,0), (m,0) ซึง่จะทำให้ คา่ ϕ(x, t) มคีา่ไมต่อ่เน ือ่ง
แตค่า่ ณ ตำแหนง่ดังกลา่วสามารถใช้คา่เฉลีย่จากตำแหนง่อ ืน่ท ีใ่กล้เคยีงได้

สมการ (9.48) เปน็สมการทีเ่รยีกวา่ชัดแจ้งและมคีวามไมเ่สถยีรอย ู่ เน ือ่งจากเทอมทีเ่ปน็ลบทางด้านขวามอื
ของสมการ ซึง่โดยทัว่ไปแล้วถ้าสมการผลตา่งแบบจำกัดเขยีนอย ูใ่นรปูของ

ϕi,j+1 = pϕi+1,j + qϕi,j + rϕi−1,j (9.52)

สมการจะเสถยีรกต็อ่เม ือ่ p,q, r เปน็คา่บวก และ p+q+ r ≤ 1 ความไมเ่สถยีรในสมการ (9.48) สามารถกำจัดได้โดยใช้
ผลตา่งไปข้างหน้าสำหรับ (∂ϕ/∂t)

∂ϕ

∂t

∣∣∣∣
i,j

=
∂ϕ

∂t
(xi , tj ) =

ϕi,j+1 −ϕi,j

∆t
(9.53)

แตส่มการ (9.53) จะมคีวามแมน่ยำเพยีง O(∆t) ถ้าแทนคา่สมการ (9.46) และ (9.53) ลงในสมการ (9.41) จะได้

ϕi,j+1 =
(
α2∆t

∆x2

)
ϕi+1,j +

(
1− 2α2∆t

∆x2

)
ϕi,j +

(
α2∆t

∆x2

)
ϕi−1,j (9.54)

ซึง่จะมคีวามแมน่ยำเทา่กับ O(∆x2 +∆t) และสมการ (9.54) จะเสถยีรกต็อ่เม ือ่

α2∆t

∆x2
≤ 1

2
(9.55)

หรอืการต้ังคา่ลำดับข้ันของเวลาในการคำนวณให้เทา่กับ

∆t ≤ 1
2α2∆x

2 (9.56)



บทที่ 9. สมการเชงิอนพัุนธย์อ่ย 249

หรอื
ϕi,j+1 =

1
2
(ϕi+1,j +ϕi−1,j ) (9.57)

จะเหน็วา่สมการ (9.57) จะมคีวามแมน่ยำทีล่ดลง แตจ่ะทำให้การคำนวณด้วยวธิชัีดแจ้งมเีสถยีรภาพสงูขึ้น

9.2.2 ระเบยีบวธิโีดยปรยิาย

วธิชัีดแจ้งมข้ีอเสยีในเร ือ่งของเสถยีรภาพ โดยที่

0 <
α2∆t

∆x2
≤ 1

2
(9.58)

ทำให้การกำหนดคา่ลำดับข้ันของเวลา, (∆t) และ ชว่งการคำนวณ, ∆x มข้ีอจำกัดในการคำนวณในชว่งเวลาคา่ลำดับ
ข้ันของเวลาทีส่งูมาก และจากรปู 9.8 จะเหน็วา่คา่ ϕi,n จะได้รับอทิธพิลจากการคำนวณจากคา่ของจดุสดีำในรปู แต ่
จะไมไ่ด้รับอทิธพิลจากคา่ของกรดิการคำนวณในพื้นทีส่ามเหลีย่ม DEF และ DGH ซึง่ในทางทฤษฎแีล้วผลเฉลยของ
สมการเชงิอนพัุนธย์อ่ย ϕ(x,y) จะต้องขึ้นอย ูกั่บคา่ ϕ จากทกุ ๆ จดุภายในโดเมนของการคำนวณ ระเบยีบวธิโีดย

รปูที่ 9.8: กรดิการคำนวณของสมการ (9.57)
และขอบเขตของคา่ ϕ ทีม่ผีลตอ่การคำนวณ ณ ตำแหนง่ และเวลาใด ๆ

ปรยิายเปน็วธิที ีจ่ะแก้ข้อเสยีของระเบยีบวธิโีดยชัดแจ้งทีก่ลา่วมาข้างต้น โดยคา่ผลตา่งแบบจำกัดจะใช้คา่ทีเ่วลา tj+1

มาคำนวณ ดังแสดงในรปู 9.9 โดยทีจ่ะใช้อนพัุนธข์องเวลาที่ (∂ϕ/∂t)|i,j+ 1
2
ดังน ี้

∂ϕ

∂t

∣∣∣∣
i,j+ 1

2

=
ϕi,j+1 −ϕi,j

∆t
(9.59)
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รปูที่ 9.9: กรดิของคา่ทีใ่ช้ในการคำนวณประเภทพาราโบลกิด้วยระเบยีบวธิโีดยปรยิายในสมการ (9.59)

และ
∂2ϕ

∂x2

∣∣∣∣
i,j+ 1

2

= θ
∂2ϕ

∂x2

∣∣∣∣
i,j+1

+ (1−θ)
∂2ϕ

∂x2

∣∣∣∣
i,j

(9.60)

โดยที่
∂2ϕ

∂x2

∣∣∣∣
i,j

=
ϕi+1,j − 2ϕi,j +ϕi−1,j

∆x2
(9.61)

∂2ϕ

∂x2

∣∣∣∣
i,j+1

=
ϕi+1,j+1 − 2ϕi,j+1 +ϕi−1,j+1

∆x2
(9.62)

สังเกตวา่ θ คอื คา่ถว่งน้ำหนัก (Weighting parameter) มคีา่ในชว่ง 0 ≤ θ ≤ 1 แทนคา่สมการ (9.49) ถงึ (9.62) ลง
ในสมการ (9.41) จะได้สมการผลตา่งแบบจำกัดแบบถว่งน้ำหนัก (Weight implicit finite-difference) ในรปู

θα2
{

1
∆x2

(
ϕi+1,j+1 − 2[1+

∆x2

θα2∆t
]ϕi,j+1 +ϕi−1,j+1

)}
= −(1−θ)α2

{
1

∆x2

(
ϕi+1,j − 2[1+

∆x2

θα2∆t
]ϕi,j +ϕi−1,j

)} (9.63)

จะเหน็วา่สมการ (9.63) มตัีวไมร่ ู้คา่ท ีล่ำดับข้ันของเวลาเทา่กับ j + 1 มากกวา่ 1 ตัว และถ้า θ = 0 สมการ (9.63) จะ
เหมอืนกับสมการ (9.54) ซึง่กค็อื ระเบยีบวธิโีดยชัดแจ้งนัน่เอง และถ้า θ = 1 สมการ (9.63) คอืระเบยีบวธิโีดยปรยิาย
แบบไปข้างหลัง ดังนี้

−λϕi−1,j+1 + (1+2λ)ϕi,j+1 −λϕi+1,j+1 = ϕi,j (9.64)
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โดยที่
λ =

α2∆t

∆x2
(9.65)

จะเหน็วา่ วธิปีรยิายนี้เสถยีรในทกุชว่งของคา่ λ ถ้าใช้สมการ (9.64) กับจดุ i(1 ≤ i ≤ m1) กจ็ะได้ระบบสมการเชงิ
เส้นจำนวน m − 1 สมการ ตัวแปรไมร่ ู้คา่ของ ϕi,j+1 จำนวน m − 1 ตัว และถ้าเง ือ่นไขขอบเขต ϕ0,j+1 = f (tj+1) และ
ϕm,j+1 = g(tj+1) จะได้

(1 + 2λ)ϕ1,j+1 −λϕ2,j+1 = ϕ1,j +λf (tj+1)

−λϕi−1,j+1 + (1+2λ)ϕi,j+1 −λϕi+1,j+1 = ϕi,j ; i = 2,3, . . . ,m− 2

...

−λϕm−2,j+1 + (1+2λ)ϕm−1,j+1 = ϕm−1,j +λg(tj+1)

(9.66)

หรอื

b1β1 + c1β2 = d1

a2β1 + b2β2 + c2β3 = d2

a3β2 + b3β3 + c2β3 = d3

...

aiβi−1 + biβi + ciβi+1 = di

...

am−2βm−3 + bm−2βm−2 + cm−2βm−1 = dm−2

am−1βm−2 + bm−1βm−1 = dm−1

(9.67)

โดยที่
a2 = a3 = · · · = am−1 = −λ (9.68)

b1 = b2 = · · · = bm−1 = (1+2λ) (9.69)

c1 = c2 = · · · = cm−2 = −λ (9.70)

d1 = ϕ1,j +λf (tj+1) (9.71)

dk = ϕk,j ;k = 2,3, . . . ,m− 2 (9.72)

dm−1 = ϕm−1,j +λg(tj+1) (9.73)
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βk = ϕk,j+1;k = 1,2, . . . ,m− 1 (9.74)

สมการ (9.67) อยูใ่นรปูของระบบสมการเชงิเส้นแบบ Tridiagonal จำนวน m − 1 สมการทีส่ามารถคำนวณได้ด้วยวธิ ี
ของระบบสมการเชงิเส้นในบททีผ่า่นมา

รปูที่ 9.10: โดเมนการคำนวณของแทง่โลหะ

ตัวอยา่ง 9.3. แท่งโลหะยาว 1 m มีอณุหภมิูเร่ิมต้น 70◦C ปลายท้ังสองข้างมีอณุหภมิูคงท่ี 50◦C และ 20◦C

ตามลำดับ ใช้ α2 = 0.1m2/min, ∆x = 0.2m และ ∆t = 0.1min จงคำนวณหาการกระจายตัวของอณุหภมิูใน
แท่งโลหะ ในช่วง 0 ≤ t ≤ 0.3min

วิธีทำ กำหนดให้∆x = 0.2m และ∆t = 0.1min กริดการคำนวณ แสดงได้ดังรปู 9.10 เน่ืองจาก T (x,0) = 70◦C

และกำหนดให้ T00 และ T50 มีค่าดังน้ี

T00 =
70+50

2
= 60◦C,T50 =

70+20
2

= 45◦C

และ T0j = 50◦C และ T5j = 20◦C และ

α2∆t

(∆x)2
=
(0.1)(0.1)
(0.2)2

=
1
4
<
1
2
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แสดงว่าวิธีน้ีจะมีความเสถียร พิจารณาสมการ (9.54) จะได้

Ti,j+1 = 0.25Ti+1,j +0.5Ti,j +0.25Ti−1,j (E1)

สำหรับ j = 0 สมการ (E1) จะมีค่าเท่ากับ

Ti,1 = 0.25Ti+1,0 +0.5Ti,0 +0.25Ti−1,0 (E2)

จากค่าขอบเขตและค่าเร่ิมต้นท่ีกำหนด T00 = 60 และ T50 = 45, T10 = T20 = T30 = T40 = 70, T0j = 50 และ
T5j = 20 โดยท่ี j = 1 และ i = 1,2,3,4 สมการ(E2) จะมีค่าเท่ากับ

T11 = 0.25T20 +0.5T10 +0.25T00 = 0.25(70) + 0.5(70) + 0.25(60) = 67.5◦C

T21 = 0.25T30 +0.5T20 +0.25T10 = 0.25(70) + 0.5(70) + 0.25(70) = 70.0◦C

T31 = 0.25T40 +0.5T30 +0.25T20 = 0.25(70) + 0.5(70) + 0.25(70) = 70.0◦C

T41 = 0.25T50 +0.5T40 +0.25T30 = 0.25(45) + 0.5(70) + 0.25(70) = 63.75◦C

สำหรับค่า j = 1

Ti,2 = 0.25Ti+1,1 +0.5Ti,1 +0.25Ti−1,1 (E3)

ด้วย T02 = 50 และ T52 = 20 ใช้ค่า i = 1,2,3,4 ในสมการ (E3) จะได้คำตอบ คือ T12 = 63.75◦C,

T22 = 69.375◦C, T32 = 68.4375◦C, และ T42 = 54.375◦C

สำหรับค่า j = 2

Ti,3 = 0.25Ti+1,2 +0.5Ti,2 +0.25Ti−1,2 (E4)

ด้วย T03 = 50 และ T53 = 20 ใช้ค่า i = 1,2,3,4 ในสมการ (E4) จะได้คำตอบ คือ T13 = 61.71875◦C, T23 =

67.734375◦C, T33 = 65.15625◦C, และ T43 = 49.296875◦C
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9.3 ระเบยีบวธิแีครงคน์โิคลสัน (Crank–Nicolson method)

จากสมการ (9.63) ถ้า θ = 1
2 จะเรยีกวา่ระเบยีบวธิแีครงค–์นโิคลสันซึง่จะมรีปูสมการดังนี้

−λϕi−1,j+1 +2(1+λ)ϕi,j+1 −λϕi+1,j+1 = λϕi−1,j +2(1−λ)ϕi,j +λϕi+1,j (9.75)

จากสมการ (9.65) จะเหน็ได้วา่วธินี ี้ไมม่ข้ีอจำกัดด้านเสถยีรภาพ และมคีวามแมน่ยำเปน็ O(∆x2+∆t2) สมการ (9.75)

จะคล้ายกับสมการ (9.64) นัน่กค็อืการจัดรปูสมการในแตล่ะจดุของการคำนวณจะอยูใ่นรปูของสมการเชงิเส้นแบบ
Tridiagonal และถ้า θ = ((6λ− 1/12λ)) ถกูนำมาใช้ในสมการ (9.63) ความแมน่ยำจะเพิม่เปน็ O(∆x4) และถ้า
λ = (1/

√
20) ความแมน่ยำจะเพิม่เปน็ O(∆x6) แตค่วามแมน่ยำจะไมเ่ปน็ตามทีก่ลา่วมาข้างต้น หากรปูสมการเชงิ

อนพัุนธย์อ่ยไมอ่ย ูใ่นรปูของสมการ (9.51)

ตัวอยา่ง 9.4. แท่งโลหะยาว 1 Meter มีอณุหภมิูเร่ิมต้น 70◦C ปลายท้ังสองข้างมีอณุหภมิูคงท่ี 50◦C และ
20◦C ตามลำดับ ใช้ α2 = 0.1m2/min, ∆x = 0.2m และ ∆t = 0.3min จงคำนวณหาการกระจายตัวของ
อณุหภมิูในแท่งโลหะ ในช่วง 0 ≤ t ≤ 0.3min

วิธีทำ กำหนดให้ ∆x = 0.2 และ ∆t = 0.3 จะได้ค่า λ

λ =
α2∆t

(∆x)2
=
(0.1)(0.3)
(0.2)2

= 0.75

ซ่ึงไม่กระทบต่อเสถียรภาพของระเบียบวิธีแครงค์นิโคลสันและจากเง่ือนไขขอบเขต และเง่ือนไขเร่ิมต้น ท่ี j = 0

สมการ (9.75) จะมีค่าเท่ากับ

0.75Ti−1,0 +0.5Ti,0 +0.75Ti+1,0 +0.75Ti−1,1 − 3.50Ti,1 +0.75Ti+1,1 = 0 (E1)

ท่ี i = 1

0.75T00 +0.5T10 +0.75T20 +0.75T01 − 3.50T11 +0.75T21 = 0

177.5− 3.50T11 +0.75T21 = 0 (E2)

ท่ี i = 2

0.75T10 +0.5T20 +0.75T30 +0.75T11 − 3.5T21 +0.75T31 = 0

140.0+0.75T11 − 3.5T21 +0.75T31 = 0 (E3)
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ท่ี i = 3

0.75T20 +0.5T30 +0.75T40 +0.75T21 − 3.50T31 +0.75T41 = 0

140.0+0.75T21 − 3.5T31 +0.75T41 = 0 (E4)

ท่ี i = 4

0.75T30 +0.5T40 +0.75T50 +0.75T31 − 3.50T41 +0.75T51 = 0

155.0+0.75T31 − 3.5T41 = 0 (E5)

สมการ (E2) ถึง (E5) สามารถเขียนในรปูของเมทริกซ์ได้ว่า



3.5 −0.75 0 0

−0.75 3.5 −0.75 0

0 −0.75 3.5 −0.75

0 0 −0.75 3.5





T11

T21

T31

T41



=



177.5

140.0

140.0

155.0



(E6)

และผลเฉลยของวิธีน้ี คือ T11 = 65.3751,T21 = 68.4171,T31 = 67.2381 และ T41 = 58.6939

9.4 สมการเชงิอนพัุนธป์ระเภทพาราโบลกิสองมติ ิ

วธิคีำนวณของสมการพาราโบลกิ ทีก่ลา่วมาข้างต้นสามารถนำมาใช้กับสมการพาราโบลกิแบบสองมติไิด้ แต ่
มข้ีอจำกัดโดยพจิารณาจากสมการ

∂2ϕ(x,y, t)
∂x2

+
∂2ϕ(x,y, t)

∂y2
=
∂ϕ(x,y, t)

∂t
(9.76)

ถ้าหากใช้ผลตา่งศนูยก์ลางในมติขิอง x และ y แล้วใช้ผลตา่งไปข้างหน้าในมติขิอง t จะได้วา่

ϕi+1,j,k − 2ϕi,j,k +ϕi−1,j,k

∆x2
+
ϕi,j+1,k − 2ϕi,j,k +ϕi,j−1,k

∆y2
=
ϕi,j,k+1 −ϕi,j,k

∆t
(9.77)

ถงึแม้วา่ วธินี ี้จะสามารถคำนวณหาคำตอบได้โดยตรง แตก่ารกำหนดระยะหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณและ ระยะ
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เวลาหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณจะต้องเปน็ไปตามเง ือ่นไข

∆t

(
1

∆x2
+

1
∆y2

)
≤ 1

2
(9.78)

พจิารณาระเบยีบวธิโีดยปรยิายไปข้างหลังของสมการ (9.76) และกำหนดให้ ∆x = ∆y กจ็ะได้

−λϕi−1,j,k+1 −λϕi,j−1,k+1 + (1+4λ)ϕi,j,k+1 −λϕi+1,j,k+1 −λϕi,j+1,k+1 = ϕi,j,k (9.79)

โดยที่
λ =

∆t

∆x2
(9.80)

จะเหน็ได้วา่วธินี ี้จะมขีดีจำกัดของเสถยีรภาพ และจะสังเกตวา่สมการ (9.79) มตัีวแปรทีไ่มร่ ู้คา่ 5 ตัวตอ่หนึง่สมการ
ทำให้รปูสมการออกมาเปน็ระบบสมการเชงิเส้นแตไ่มไ่ด้อย ูใ่นรปูของระบบ Tridiagonal ซึง่วธิที ีเ่คยใช้กับระบบ Tridi-

agonal อาจจะไมใ่ชว่ธิที ีด่ที ีส่ดุกับระบบสมการสองมตินิ ี้ ระเบยีบวธิแีครงค–์นโิคลสันสำหรับสมการสองมติกิจ็ะมี
ลักษณะ และมเีง ือ่นไขเชน่เดยีวกับระเบยีบวธิโีดยปรยิายไปข้างหลัง

9.5 สมการเชงิอนพัุนธป์ระเภทไฮเปอรโ์บลกิ

ในงานวศิวกรรมหลาย ๆ ด้าน มักจะเก ีย่วข้องกับการพาของสสาร, คลืน่เสยีง หรอืคลืน่แมเ่หลก็ไฟฟา้ ซึง่มัก
จะมสีมการควบคมุอย ูใ่นรปูของสมการเชงิอนพัุนธย์อ่ยแบบไฮเปอรโ์บลกิ เชน่

∂ϕ

∂t
+ c

∂ϕ

∂x
= 0 (9.81)

โดยที่ c คอื ความเรว็ตัวกลางในสมการไฮเปอรโ์บลกิอันดับทีห่นึง่ หรอื

∂2ϕ

∂t2
= c2

∂2ϕ

∂x2
(9.82)

โดยที่ c คอืความเรว็ของคลืน่ (Wave propagation velocity) ซึง่ท้ังสองสมการข้างต้นสามารถใช้วธิกีารคำนวณวธิ ี
เดยีวกันได้

วธิผีลตา่งแบบจำกัดสามารถนำมาใช้กับสมการไฮเปอรโ์บลกิได้ ถ้าผลเฉลยของสมการมคีวามตอ่เน ือ่ง
อยา่งไรกต็ามธรรมชาตขิองผลเฉลยของสมการไฮเปอรโ์บลกิมักจะมกีารกระโดด หรอืไมต่อ่เน ือ่งของคา่คำตอบ เพราะ
ฉะน้ันการนำเอาวธิผีลตา่งแบบจำกัดมาแก้ปญัหาจะต้องนำมาใช้อยา่งระมัดระวัง
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9.5.1 วธิผีลตา่งแบบจำกัดสำหรับสมการอันดับทีห่นึง่ (First-order)

พจิารณาสมการอันดับหนึง่
∂ϕ(x, t)

∂t
+ c

∂ϕ(x, t)
∂x

= 0 (9.83)

กับเง ือ่นไข
ϕ(0, t) = f (t) (boundary condition) (9.84)

ϕ(x,0) = g(x) (initial condition) (9.85)

โดยที่ c > 0 กรดิการคำนวณมลัีกษณะดังรปู 9.11 และสามารถใช้วธิผีลตา่งแบบจำกัดได้หลายแบบดังนี้

รปูท ี่ 9.11: กรดิการคำนวณของผลตา่งแบบจำกัด

Backward differences in space และ Forward differences in time

วธินี ี้ใช้การประมาณผลตา่งแบบจำกัด ดังนี้

∂ϕ

∂x
|i,j =

ϕi,j −ϕi−1,j

∆x
(ผลตา่งไปข้างหลัง) (9.86)

และ
∂ϕ

∂t
|i,j =

ϕi,j+1 −ϕi,j

∆t
(ผลตา่งไปข้างหน้า) (9.87)

สมการ (9.83) สามารถเขยีนได้วา่
ϕi,j+1 −ϕi,j

∆t
+ c

(
ϕi,j −ϕi−1,j

∆x

)
= 0 (9.88)
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หรอื
ϕi,j+1 = αϕi−1,j + (1−α)ϕi,j (9.89)

โดยที่
α =

c∆t
∆x

α มชี ือ่เรยีกวา่ Courant number และผลเฉลยสามารถคำนวณได้จากสมการ (9.89) ได้โดยตรง ถ้า c < 0 เทอมของ
อนพัุนธจ์ะใช้ผลตา่งไปข้างหน้าแทนการใช้ผลตา่งไปข้างหลัง สมการ (9.83) จะเขยีนได้วา่

ϕi,j+1 −ϕi,j

∆t
+ c

(
ϕi+1,j −ϕi,j

∆x

)
= 0 (9.90)

หรอื
ϕi,j+1 = −αϕi+1,j + (1+α)ϕi,j (9.91)

การนำสมการ (9.89) หรอื (9.91) มาใช้น้ันจะขึ้นอย ูกั่บเคร ือ่งหมายของ c ซึง่ท้ังสองสมการสามารถนำมารวมให้เปน็
สมการเดยีวกันแล้วนำไปใช้โดยไมข่ึ้นกับเคร ือ่งหมายของ c ได้ดังนี้

ϕi,j+1 −ϕi,j

∆t
+ c

(
ϕi+1,j −ϕi−1,j

2∆x

)
− |c|∆x

2

(
ϕi+1,j − 2ϕi,j +ϕi−1,j

∆x2

)
= 0 (9.92)

หรอื
ϕi,j+1 = (1− |α|)ϕi,j +

(
−α
2
+
|α|
2

)
ϕi+1,j +

(
α
2
+
|α|
2

)
ϕi−1,j (9.93)

จะเหน็ได้วา่ สมการ (9.92) ได้ใช้ผลตา่งศนูยก์ลางสำหรับเทอม (∂ϕ/∂x) และมกีารเพิม่เทอมทีส่าม ซึง่เรยีกวา่ความ
หนดืเชงิตัวเลข (Numerical viscosity) เข้าไปในสมการ วธิผีลตา่งไปข้างหลังสำหรับระยะทาง และผลตา่งไปข้างหน้า
สำหรับเวลาจะทำให้มเีสถยีรภาพ ถ้า α < 1

วธิผีลตา่งศนูยก์ลางสำหรับระยะทาง และผลตา่งไปข้างหลังสำหรับเวลา

ด้วยการใช้

∂ϕ

∂x
|i,j+1 =

ϕi+1,j+1 −ϕi−1,j+1

2∆x
(9.94)

และ
∂ϕ

∂t
|i,j+1 =

ϕi,j+1 −ϕi,j

∆t
(9.95)
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สมการ (9.83) จะเขยีนได้วา่
ϕi,j+1 −ϕi,j

∆t
+ c

(
ϕi+1,j+1 −ϕi−1,j+1

2∆x

)
= 0 (9.96)

หรอื
−α
2
ϕi−1,j+1 +ϕi,j+1 +

α
2
ϕi+1,j+1 = ϕi,j (9.97)

สมการ (9.97) จะมตัีวไมร่ ู้คา่สองตัว คอื ϕi,j+1 และ ϕi+1,j+1 ซึง่สามารถใช้วธิปีระมาณคา่นอกชว่ง (Extrapolation)

กับ คา่ ϕi+1,j+1 ดังน ี้
ϕi+1,j+1 = 2ϕi,j+1 −ϕi−1,j+1 (9.98)

สมการ (9.97) สามารถเขยีนใหม่ ได้วา่

−α
2
ϕi−1,j+1 + (1+α)ϕi,j+1 = ϕi,j ; i = 1,2, . . . (9.99)

ผลเฉลยสามารถคำนวณได้จากสมการ (9.99) และวธินี ี้จะไมม่ข้ีอจำกัดของเสถยีรภาพ

9.5.2 วธิสีำหรับสมการอันดับสอง (Second-order)

พจิารณาสมการเชงิอนพัุนธย์อ่ยแบบไฮเปอรโ์บลกิอันดับสอง

∂2ϕ(x, t)
∂t2

−α2∂
2ϕ(x, t)
∂x2

= 0;0 ≤ x ≤ 1;0 ≤ t ≤ T (9.100)

กับเง ือ่นไขขอบเขต
ϕ(0, t) = 0;0 ≤ t ≤ T (9.101)

ϕ(1, t) = 0;0 ≤ t ≤ T (9.102)

ϕ(x,0) = f (x);0 ≤ x ≤ 1 (9.103)

∂ϕ(x,0)
∂t

= g(x);0 ≤ x ≤ 1 (9.104)

โดยที่ α2 เปน็คา่คงที่ และมกีรดิการคำนวณแสดงดังรปู 9.11 จากการใช้ผลตา่งศนูยก์ลางจะเขยีนสมการ (9.100) ได้
ดังนี้ (

ϕi,j+1 − 2ϕi,j +ϕi,j−1

∆t2

)
−α2

(
ϕi+1,j − 2ϕi,j +ϕi−1,j

∆x2

)
= 0 (9.105)

วธินี ี้จะมคีวามแมน่ยำเปน็ O(∆t2 +∆x2) และสามารถเขยีนใหมไ่ด้วา่

ϕi,j+1 = 2(1−λ)ϕi,j +λ(ϕi+1,j +ϕi−1,j )−ϕi,j−1; i = 1,2, . . . ,m− 1; j = 1,2, . . . (9.106)
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โดยที่
λ =

α2∆t2

∆x2
(9.107)

วธินี ี้จะเสถยีรที่ λ ≤ 1 และเง ือ่นไขเร ิม่ต้นจากสมการ (9.104) สามารถใช้ผลตา่งแบบจำกัดมาประมาณได้ด้วยวธิผีล
ตา่งไปข้างหลังที่ t = t1

∂ϕi,1

∂t
=
ϕi,1 −ϕi,0

∆t
= g(xi ); i = 1,2, . . . ,m− 1 (9.108)

และจากคา่เง ือ่นไขเร ิม่ต้นสามารถเขยีนใหมไ่ด้

ϕi,1 = ϕi,0 +∆tg(xi ) = f (xi ) +∆tg(xi ); i = 1,2, . . . ,m− 1 (9.109)

สมการ (9.109) มคีวามแมน่ยำแค ่O(∆t) อกีวธิหีนึง่ในการกำหนดเง ือ่นไขเร ิม่ต้นจากสมการ (9.104) คอืการเพิม่เทอม
จากอนกุรมเทยเ์ลอร์ จะได้วา่

ϕ(xi , t1)−ϕ(xi ,0)
∆t

=
∂ϕ(xi ,0)

∂t
+
∆t
2

∂2ϕ(xi ,0)
∂t2

+O(∆t2) (9.110)

พจิารณาสมการ (9.100) ที่ t = 0

∂2ϕ(xi ,0)
∂t2

= α2∂
2ϕ(xi ,0)
∂x2

= α2 ∂2

∂x2
[ϕ(xi ,0)] = α2∂

2f (xi )
∂x2

(9.111)

แทนคา่สมการ (9.104) และสมการ (9.111) ลงในสมการ (9.110) จะได้

ϕ(xi , t1)−ϕ(xi ,0)
∆t

= g(xi ) +
∆tα2

2
∂2f (xi )
∂x2

(9.112)

ซึง่มคีวามแมน่ยำเปน็ O(∆t2) และใช้ผลตา่งศนูยก์ลางกับเทอม ∂2

∂x2
(xi ) สมการ (9.112) จะเขยีนได้วา่

ϕi,1 = ϕi,0 +∆tg(xi ) +
α2∆t2

2∆x2
[f (xi+1)− 2f (xi ) + f (xi−1)] (9.113)

จากน้ันใช้เง ือ่นไขเร ิม่ต้นในสมการ (9.113) ไปคำนวณหาผลเฉลยได้จากสมการ (9.106)

ตัวอยา่ง 9.5. จงคำนวณหาคำตอบจากสมการต่อไปน้ี

∂2ϕ

∂x2
=
∂2ϕ

∂t2
,0 ≤ x ≤ 1 (E1)
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รปูที่ 9.12: กรดิการคำนวณ

โดยมีเง่ือนไขขอบเขต
ϕ(0, t) = 0, t > 0 (E2)

ϕ(1, t) = 0, t > 0 (E3)

และเง่ือนไขเร่ิมต้น
ϕ(x,0) = sinπx;0 ≤ x ≤ 1 (E4)

∂ϕ

∂t
(x,0) = 0;0 ≤ x ≤ 1 (E5)

วิธีทำ
ใช้ผลต่างศนูย์กลางจะได้ว่า

ϕi+1,j − 2ϕi,j +ϕi−1,j

(∆x)2
−
ϕi,j+1 − 2ϕi,j +ϕi,j−1

(∆y)2
= 0 (E6)

หรือ
ϕi,j+1 = 2(1− r2)ϕi,j + r2(ϕi+1,j +ϕi−1,j )−ϕi,j−1 (E7)

โดยท่ี r = ∆t
∆x และกำหนดกริดการคำนวณดังแสดงในรปู 9.12
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สมการ (E7) สำหรับ i = 1,2,3 คือ

ϕi,j+1 =
3
2
ϕi,j +

1
4
(ϕi+1,j +ϕi−1,j )−ϕi,j−1; i = 1,2,3 (E8)

ท่ีตำแหน่ง j = 0 สมการ (E8) เขียนได้ว่า

ϕi,1 =
3
2
ϕi,0 +

1
8
(ϕi+1,0 +ϕi−1,0); i = 1,2,3 (E9)

แทนค่าจากเง่ือนไขเร่ิมต้น จะเขียนสมการ (E9) ได้ว่า

ϕ1,1 =
3
4
ϕ1,0 +

1
8
(ϕ2,0 +ϕ0,0) =

3
4
sin

π
4
+
1
8
(sin

π
2
+ sin0) = 0.6553

ϕ2,1 =
3
4
ϕ2,0 +

1
8
(ϕ3,0 +ϕ1,0) =

3
4
sin

π
2
+
1
8
(sin

3π
4

+ sin
π
4
) = 0.9268

ϕ3,1 =
3
4
ϕ3,0 +

1
8
(ϕ4,0 +ϕ2,0) =

3
4
sin

3π
4

+
1
8
(sinπ + sin

π
2
) = 0.6553

สำหรับ j = 1

ϕi,2 =
3
2
ϕi,1 +

1
4
(ϕi+1,1 +ϕi−1,1)−ϕi,0

ϕ1,2 =
3
2
ϕ1,1 +

1
4
(ϕ2,1 +ϕ0,1)−ϕ1,0 = 0.50755

ϕ2,2 =
3
2
ϕ2,1 +

1
4
(ϕ3,1 +ϕ1,1)−ϕ2,0 = 0.71785

ϕ3,2 =
3
2
ϕ3,1 +

1
4
(ϕ4,1 +ϕ2,1)−ϕ3,0 = 0.50755

สำหรับ j = 2

ϕi,3 =
3
2
ϕi,2 +

1
4
(ϕi+1,2 +ϕi−1,2)−ϕi,1

ซ่ึงจะได้ผลเฉลยมีค่าเท่ากับ

ϕ1,3 =
3
2
ϕ1,2 +

1
4
(ϕ2,2 +ϕ0,2)−ϕ1,1 = 0.28549

ϕ2,3 =
3
2
ϕ2,2 +

1
4
(ϕ3,2 +ϕ1,2)−ϕ2,1 = 0.40375

ϕ3,3 =
3
2
ϕ3,2 +

1
4
(ϕ4,2 +ϕ2,2)−ϕ3,1 = 0.28549

ผลเฉลยจริงของสมการ (E1) คือ
ϕx,t = sinπx cosπt (E10)
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จะได้คำตอบมีค่าเท่ากับ

ϕ1,3 = ϕ(0.25,0.375) = 0.27059

ϕ2,3 = ϕ(0.5,0.375) = 0.38268

ϕ3,3 = ϕ(0.75,0.375) = 0.27059

ความแม่นยำของวิธีผลต่างแบบจำกัดสามารถเพ่ิมได้ด้วยการลดขนาดระยะห่างของแต่ละจดุการคำนวณ (∆x)

และระยะเวลาห่างของแต่ละจดุการคำนวณ (∆t)
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แบบฝกึหัดท้ายบท

1. จงคำนวณหาการกระจายอณุหภมูใินแผน่เรยีบสองมติดัิงรปู 9.13 อธบิายได้ดังสมการตอ่ไปนี้

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
= 0

รปูที่ 9.13: รปูของแผน่เรยีบสองมติ ิ

2. ถ้าหากขอบด้านลา่งของโจทยข้์อทีผ่า่นมาเปลีย่นจากอณุหภมูคิงทีใ่ห้เปน็ขอบทีห่ ุ้มฉนวน นอกน้ันเหมอืนเดมิ
จงคำนวณหาการกระจายอณุหภมูขิองแผน่สองมตินิ ี้

3. จงคำนวณหาการกระจายอณุหภมูใินแผน่เรยีบรปูตัว L สองมติดัิงรปู 9.14 อธบิายได้ดังสมการตอ่ไปนี้

∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
= 0

4. สมการการแพร-่การพา (Advection–diffusion) ใช้ในการคำนวณความเข้มข้นของสารภายในถัง อธบิายได้ดัง
สมการ

∂c
∂t

=D
∂2c

∂x2
−U ∂c

∂x
− kc

โดยที่ k = 0.15, D = 100, U = 1 จงคำนวณหาความเข้มข้นภายในถังยาว 10 Meters ต้ังแตเ่วลา 0 - 100
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รปูที่ 9.14: รปูของแผน่เรยีบรปูตัว L สองมติสิำหรับแบบฝกึหัดท้ายบทข้อที่ 3

sec. ด้วยระเบยีบวธิโีดยชัดแจ้งถ้าขณะเร ิม่ต้นความเข้มข้นภายในถังท้ังหมดมคีา่เปน็ศนูย์ และความเข้มข้นขา
เข้าเปน็ 100 กำหนดให้ระยะเวลาหา่งของแตล่ะจดุการคำนวณ มคีา่เทา่กับ 0.005 และระยะหา่งของแตล่ะจดุ
การคำนวณ มคีา่เทา่กับ 1

5. จงคำนวณหาคำตอบของสมการตอ่ไปนี้ ด้วยวธิขีองแครงก–์นโิคลสัน

∂2u

∂x2
+ b

∂u
∂x

=
∂u
∂t

โดยที่ u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, u(x,0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1 ทีแ่ตล่ะคา่ของ b = −4,0,2

6. การขจัดในแนวแกนทีเ่กดิจากการสัน่สะเทอืนของแทง่โลหะสามารถแสดงได้ดังสมการตอ่ไปนี้

c2
∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2

โดยที่ c =
√

E
ρ , E = 30×106 คอืคา่ Young’s modulus และ ρ = 0.283 คอืคา่ความหนาแนน่ของแทง่โลหะ ถ้า

แทง่โลหะยาว 20 หนว่ย จงคำนวณหาการขจัดในแนวแกน u = u(x, t) จากคา่เง ือ่นไขขอบเขต และคา่เง ือ่นไข
เร ิม่ต้นตอ่ไปนี้

u(0, t) = 0; t ≥ 0;

∂u
∂x

(l, t) = 0; t ≥ 0;

u(x,0) = u0(x) = 1;0 ≤ x ≤ 1;

∂u
∂t

(x,0) = u̇ = 0;0 ≤ x ≤ 1



266 แบบฝกึหัดท้ายบท



10. การประยกุตใ์ช้ในงานวชิาการ และกรณศีกึษา

10.1 การคำนวณหารปูรา่งความเรว็ของของไหลภายในทอ่สีเ่หลีย่ม 267

10.2 การคำนวณหาคา่สัมประสทิธิก์ารสญูเสยีรองของหัวฝกับัว 270

10.3 การศกึษาการไหลแบบพัลสใ์นทอ่ตรง 272

บทนี้จะเปน็ตัวอยา่งการนำเอาเนื้อหาในบทตา่ง ๆ กอ่นหน้านี้มาประยกุตใ์ช้ในการวเิคราะหท์างวศิวกรรม
และงานวจัิย รวมไปถงึกรณศีกึษาทีผ่ ู้สอนได้มปีระสบการณม์านำเสนอเพือ่เปน็ตัวอยา่งและแนวทางสำหรับผ ู้ศกึษาได้
นำไปประยกุตใ์ช้ตอ่ไป

10.1 การคำนวณหารปูรา่งความเรว็ของของไหลภายในทอ่สีเ่หล ีย่ม

ในตัวอยา่งนี้เปน็การประยกุตใ์ช้การวธิกีารเชงิตัวเลขสำหรับสมการอนพัุนธย์อ่ย (Partial differential

equation) และการคำนวณหาคำตอบสำหรับระบบสมการเชงิเส้น (System of linear equations) มาใช้สำหรับ
คำนวณหาการกระจายความเรว็ของของไหลทีม่คีวามหนดืภายในทอ่สีเ่หล ีย่มผนืผ้าทีม่ขีนาดพื้นทีห่น้าตัด กว้าง a

และ ยาว b หนว่ย ดังแสดงในรปู 10.1

รปูที่ 10.1: ทอ่สีเ่หล ีย่มสำหรับการคำนวณการไหลแบบมคีวามหนดื

267
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โดยทีส่มการควบคมุการไหลของของไหลแบบคงตัว (Uniform flow) และไมข่ึ้นกับเวลา (Steady flow) ของ
ของไหลภายทอ่สองมติ ิ และมกีารไหลในแนวแกน z สามารถแสดงได้ดังนี้

∂p

∂z
= µ

∂2w

∂x2
+
∂2w

∂2y
(10.1)

w คอืความเรว็ของไหลตามแนวแกน z, ∂p/∂z คอืความดันตกครอ่มภายในทอ่ และ µ คอืความหนดืของของไหล หาก
ทำให้เปน็ตัวสมการแบบไร้มติจิะได้วา่

xnd =
x
a
,ynd =

y

b
,wnd = w

 −µ
b2 dp

dz

 (10.2)

สมการ (10.1) สามารถเขยีนได้ดังนี้ (
b
a

)2
∂2wnd

∂x2nd
+
∂2wnd

∂2ynd
+1 = 0 (10.3)

โดยมคีา่เง ือ่นไขขอบเขตคอืwnd = 0 ที่xnd = ±1 และ ynd = ±1 จากการประยกุตใ์ช้วธิผีลตา่งแบบจำกัด ดังได้กลา่วไว้
ในบทการหาอนพัุนธเ์ชงิตัวเลขและวธิกีารเชงิตัวเลขของสมการเชงิอนพัุนธย์อ่ย ถ้าเราละตัวห้อย nd ออกจากสมการ
จะได้วา่ (

b
a

)2 wi+1,j − 2wi,j +wi−1,j

∆x2
+
wi,j+1 − 2wi,j +wi,j−1

∆y2
+1 = 0 (10.4)

สมการที่ (10.4) สามารถคำนวณหาคำตอบได้ด้วยวธิกีารแทนคา่วนซ้ำ ดังได้กลา่วไว้ในบทระบบสมการเชงิ
เส้น โดยจัดรปูสมการ 10.4 ใหมจ่ะได้วา่

wn+1
i,j = 0.5

1+ (
b
a

)2 wn
i+1,j +wn

i−1,j

∆x2
+
wn
i,j+1 +wn

i,j−1

∆y2

 / [(b/a)2 /∆x2 +1/∆y2
]

(10.5)

จากน้ันทำการคำนวณหาคา่ความเรว็ท ีต่ำแหนง่ (i, j) ตา่ง ๆ ได้ด้วยวธิจีาโคบี ในระหวา่งการคำนวณ
สามารถตรวจสอบการล ูเ่ข้าหาคำตอบได้โดยการพจิารณาคา่สว่นทีเ่หลอื (Residual) ของ w จากสมการ

||w⃗(n+1) − w⃗(n)|| ≤ 10−6

รปูที่10.2 แสดงให้เหน็ถงึการล ูเ่ข้าหาคำตอบ โดยทีเ่ศษของการวนซ้ำ (Residual) มคีา่ลดลง และรปูที่10.3

แสดงให้เหน็ผลการคำนวณของคา่ความเรว็ของของไหลภายในทอ่ w ณ ตำแหนง่พกัิด (i, j) ตา่ง ๆ ทีส่ามารถแสดงให้
เหน็การกระจายตัวของความเรว็ในแตล่ะตำแหนง่ภายในทอ่ ซึง่สามารถนำผลการคำนวณนี้ไปใช้งานตอ่ไปได้
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รปูที่ 10.2: คา่เศษ (Residual) ของ w แสดงให้เหน็การล ูเ่ข้าหาคำตอบของวธิจีาโคบี

รปูท ี่ 10.3: ผลการคำนวณคา่ ความเรว็ w ของของไหลภายในทอ่สีเ่หล ีย่มด้วยวธิจีาโคบี
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10.2 การคำนวณหาคา่สัมประสทิธ ิก์ารสญูเสยีรองของหัวฝกับัว
ในงานระบบทอ่ มักจะมข้ีอตอ่ วาลว์ และอปุกรณเ์สรมิตา่ง ๆ ซึง่มผีลตอ่ความดันตกครอ่มภายในระบบ

และเปน็ปจัจัยหลักในการเลอืกใช้อปุกรณต้์นกำลัง เชน่ ป ัม๊ หรอืโบลเวอร์ เปน็ต้น ความดันตกครอ่มในอปุกรณแ์ตล่ะ
ตัวน้ัน มาจากความต้านทานโมเมนตัมของของไหล อันเกดิจากการเข้าไปกดีขวางการไหล เปลีย่นขนาด หรอืเปลีย่น
ทศิทางของของไหลนัน่เอง โดยทัว่ไปคา่ความต้านทานโมเมนตัมนี้จะกำหนดให้อย ูใ่นรปูของคา่สัมประสทิธ ิค์วามสญู
เสยีรอง (Minor loss coefficient), K, และความดันตกครอ่มของอปุกรณดั์งกลา่วสามารถคำนวณได้จากสมการ

Pdrop = K
ρV 2

2
(10.6)

ในกรณศีกึษานี้จะเปน็การเอาการคำนวณเชงิตัวเลขมาประยกุตใ์ช้ในการคำนวณหาคา่ K ของหัวฝกับัว ดัง
แสดงในรปู 10.4 จากข้อมลูของความดันตกครอ่มทีไ่ด้มาจากการทดลองดังตารางที่ 10.1

(ก) (ข)

รปูที่ 10.4: ลักษณะของหัวฝกับัว (ก) ภาพไอโซเมตรกิของฝกับัว (ข) ภาพตัดแสดงภายในของฝกับัว

ตารางที่ 10.1: ตารางความสัมพันธร์ะหวา่งความดันตกครอ่มหัวฝกับัว และความเรว็ของอากาศ

velocity (V ) V 2 dP

(m/s) (m/s)2 (N/m2)

0.0 0.0 0.0

0.5 0.25 13.2

1 1 44.1

1.5 2.25 92.3

2.0 4 158.96

2.5 6.25 242.45

Sum 13.75 551.01
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รปูที่ 10.5: ความสัมพันธร์ะหวา่งความดันตกครอ่มหัวฝกับัว และความเรว็ของอากาศทีไ่มเ่ปน็เส้นตรง

จากตารางที่ 10.1 และรปูที่ 10.5 เราจะเหน็ได้วา่ความสัมพันธร์ะหวา่งความดันตกครอ่ม และความเรว็
น้ันไมเ่ปน็เส้นตรง แตถ้่าพจิารณาความสัมพันธจ์ากสมการ (10.5) จะเหน็ได้วา่ความดันตกครอ่ม dP มคีวามสัมพันธ์
เปน็เส้นตรงกับ V 2 ดังน้ันถ้าเราใช้เทคนคิการฟติเส้นโค้งด้วยวธิกีารทำให้เปน็เชงิเส้นทีก่ลา่วไว้ในบทกอ่นหน้านี้มา
ประยกุตใ์ช้กจ็ะสามารถหาคา่สัมประสทิธ ิก์ารสญูเสยีรองของหัวฝกับัวนี้ได้ ด้วยวธิกีารฟติเส้นโค้งแบบเส้นตรงระหวา่ง
ความดันตกครอ่ม dP และคา่ความเรว็ยกกำลังสอง V 2

dP = a0 + a1V
2 (10.7)

โดยมรีายละเอยีดการคำนวณดังนี้ จากสมการ (4.20) และสมการ (4.21) จะสามารถคำนวณคา่ a0 และ a1 ได้เทา่กับ

a0 = dP − a1v2 (10.8)

a1 =
n
∑n

i=1Vi
2(dP)i −

∑n
i=1Vi

2∑n
i=1 dP i

n
∑n

i=1 (V
2)2i −

(∑n
i=1 (V

2)i
)2 (10.9)

โดยที่ n คอืจำนวนข้อมลู แทนคา่ตัวเลขจากตารางลงในสมการจะได้วา่

a1 =
(6× 2406.2275)− (13.75× 551.01)

(6× 61.1875)− 13.752
= 38.53129 (10.10)

a0 = 91.835− (38.53129× 2.2917) = 3.534 (10.11)

จากคำตอบทีไ่ด้จากสมการ (10.10) และสมการ (10.6) จะสามารถแสดงได้วา่

Pdrop = K
ρV 2

2
= 38.53129V 2 (10.12)
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และคา่สัมประสทิธ ิก์ารสญูเสยีรองของหัวฝกับัวสามารถคำนวณได้จาก

K =
38.53129× 2

ρ
=
38.53129× 2

1.15
= 67.01 (10.13)

วธิกีารฟติเส้นโค้งของข้อมลูทีไ่ด้จากการทดลองจะสามารถนำไปประยกุตใ์ช้ในการคำนวณหาสัมประสทิธิ์
การสญูเสยีรองของหัวฝกับัว (K) ได้วา่มคีา่เทา่กับ 67.01 ซึง่จะสามารถนำคา่สัมประสทิธ ิก์ารสญูเสยีรองทีไ่ด้ไปใช้
ในการออกแบบระบบทีเ่ก ีย่วข้องตอ่ไป

10.3 การศกึษาการไหลแบบพัลสใ์นทอ่ตรง

ตัวอยา่งนี้เปน็กรณศีกึษาพลศาสตรข์องของไหลภายในทอ่ตรงทีม่กีารไหลภายใต้ความดันทีเ่ปลีย่นแปลง
เปน็แบบคาบ และมลัีกษณะความเรว็ของการไหลเปลีย่นแปลงตามเวลา ซึง่เปน็สว่นหนึง่ของงานวจัิยทีผ่ ู้เขยีนได้นำไป
ใช้ในการวเิคราะหก์ารไหลของเลอืดในเส้นเลอืด (Khunatorn et al., [12] - [14] และ Shandas et al., [15]) ทีน่ำมา
เสนอในสว่นนี้เปน็เพยีงการวเิคราะหท์างทฤษฎเีบื้องต้น เพือ่นำเสนอถงึแนวทางการนำเอาวธิกีารคำนวณเชงิตัวเลข
ทีไ่ด้กลา่วไว้ในบทกอ่นหน้านี้ไปประยกุตใ์ช้ในการวเิคราะหลั์กษณะนี้ได้ พจิารณาการไหลภายในทอ่กลมตรงทีม่คีวาม
ดันขาเข้าเปลีย่นแปลงตามเวลาแบบเปน็คาบ ดังสมการที่ (10.14) และกำหนดให้ความดันขาออกคงที่

P = Acos(ωt) (10.14)

ถ้าสมมตฐิานในการวเิคราะหก์ารไหลในกรณนี ี้มดัีงน ี้

1. การไหลเปน็แบบมคีวามหนดื (Viscous flow)

2. การไหลเปน็แบบราบเรยีบ (Laminar flow)

3. การไหลสมมาตรรอบแนวแกน (Axisymmetric flow)

4. การไหลเปน็แบบพัฒนาเตม็ที่ (Fully developed flow)

ของไหลมคีวามหนดื การไหลเปน็แบบราบเรยีบและการไหลเปน็แบบสมมาตรรอบแกนศนูยก์ลางของทอ่ ในพกัิดทรง
กระบอกจะสามารถแสดงได้วา่

vθ = vr = 0

vz = vz(r, t) (10.15)
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dP
dz

= −Acos(ωt)

dP
dr

=
dP
dθ

= 0 (10.16)

สมการโมเมนตัมสำหรับทศิทางในแนวแกนการไหล (z) สามารถแสดงได้ดังนี้

∂vz
∂t

= −1
ρ
dP
dz

+
µ

ρ

(
1
r
∂vz
∂r

+
∂2vz
∂r2

)
(10.17)

ความเรว็ของการไหลภายในทอ่ ณ ตำแหนง่ตามแนวรัศมที ีเ่วลาตา่ง ๆ สามารถคำนวณได้โดยใช้วธิกีารเชงิ
ตัวเลขสำหรับสมการอนพัุนธย์อ่ยทีก่ลา่วไปในบทข้างต้นแล้วโดยมรีายละเอยีดของกรดิการคำนวณดังรปู 10.6 โดย
การประยกุตใ์ช้ผลตา่งไปข้างหน้าสำหรับอนพัุนธต์อ่เวลา และผลตา่งศนูยก์ลางสำหรับอนพัุนธต์อ่ระยะทาง r ดังน ี้

รปูท ี่ 10.6: กรดิการคำนวณของการไหลแบบเปน็คาบภายในทอ่ตรง

∂vz
∂t
≈

vn+1i − vni
∆t

(10.18)

∂vz
∂r
≈

vni+1 − v
n
i−1

∆r
(10.19)

∂2vz
∂r2

≈
vni+1 − 2v

n
i + vni−1

∆r2
(10.20)

แทนคา่สมการที่ (10.18) ถงึสมการที่ (10.20) ลงในสมการที่ (10.17) จะสามารถคำนวณความเรว็ของการ
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ไหลภายในทอ่ ณ ตำแหนง่ ตามแนวรัศมี ท ี่ เวลาใด ๆ ได้จาก

vn+1i = vni +∆t
µ

ρ

[
1
ri

vni+1 − v
n
i−1

∆r
+
vni+1 − 2v

n
i + vni−1

∆r2

]
(10.21)

ซึง่ในกรณศีกึษานี้จะยกตัวอยา่งการไหลของเลอืดภายในเส้นเลอืดแดงของคน โดยมรีายละเอยีดดังแสดงใน
ตารางที่ 10.2

ตารางที่ 10.2: ตารางรายละเอยีดของการไหลในเส้นเลอืด (กรณศีกึษา)

ความหนาแนน่ของเลอืด 1060 kg/m3

ความหนดืของเลอืด 0.006 (N.s/m2)

รัศมขีองเส้นเลอืด 0.5 cm

จังหวะการเต้นของหัวใจ 72 คร้ังตอ่นาที
อัตราการไหลเฉลีย่ของเลอืด 5 lpm

ความดันตกครอ่มตอ่หนึง่หนว่ยความยาวทอ่ทีส่งูท ีส่ดุ 2037.18 N/m2

จากข้อมลูในตารางที่ 10.2 เม ือ่ทำการประยกุตเ์ง ือ่นไขขอบเขตของความเรว็ท ีผ่นัง และอัตราการ
เปลีย่นแปลงความเรว็ตอ่ระยะทางในแนวรัศมี ณ จดุศนูยก์ลางของทอ่มคีา่เทา่กับศนูย์ ความดันขาเข้า และความ
ดันขาออกมคีา่เทา่กับศนูย์ โดยกำหนดทอ่มคีวามยาวเทา่ กับ 1 หนว่ย จะได้วา่

∂vz(0, t)
∂r

= 0

vz(R,t) = 0

dP
dz

(t) = −2037.18cos
(
2π(72)
60

t

)
(10.22)

ทำการกำหนดคา่เร ิม่ต้นสำหรับการคำนวณด้วย รปูรา่งความเรว็แบบพัฒนาเตม็ทีข่องการไหลแบบคงตัวในทอ่กลม

vz(r) =
1

4(0.006)
(−2037.18)

[
r2 − (.005)2

]
(10.23)

ในการคำนวณจะกำหนดจำนวนกรดิการคำนวณในแนวรัศมี เทา่กับ 10 จะได้ระยะหา่งระหวา่งกรดิการคำนวณในแนว
รัศมี δr มคีา่เทา่กับ 0.0005 m และชว่งเวลาในการคำนวณ δt เทา่กับ .008 s จะทำให้คา่คงที่Courant-Friedrichs-

Lewy (CFL) มคีา่เทา่กับ 0.181 (คา่Courant-Friedrichs-Lewy มคีา่น้อยกวา่ 0.5 จะทำให้ได้ผลการคำนวณทีเ่สถยีร)
ทำการคำนวณหาคา่ความเรว็จากสมการ (10.21) จะได้ผลการคำนวณของความเรว็ของเลอืดภายในเส้นเลอืด ณ เวลา
ของการไหลทีม่มุเฟสตา่ง ๆ ของความดันขาเข้าสามารถแสดงได้ดังรปู 10.7
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รปูที่ 10.7: ความเรว็เลอืดในเส้นเลอืด ณ เวลาของการไหลทีม่มุเฟสตา่ง ๆ ของความดันขาเข้าทีไ่ด้จาก การคำนวณ
ด้วยวธิกีารเชงิตัวเลข

ในทางคณติศาสตรส์มการ (10.17) อยูใ่นรปูของสมการเบสเซล (Bessel equation) ดังน้ันความเรว็ในแนว
รัศมี ณ เวลาใด ๆ จะมคีา่เทา่กับ

vz(r) = i
dP
dz

R2

µΩ2

(
1− J0(ζ)

J0(Λ)

)
e(iωt) (10.24)

โดยที่

Ω = R

√
ρω

µ

Λ =
(
i − 1
√
2

)
Ω

ζ(r) = Λ
r
R

ω = 2πf

J0 คอืฟงักชั์นเบสเซล ชนดิทีห่นึง่อันดับทีศ่นูย์ (Bessel function of order zero and of the first kind) เราสามารถ
เปรยีบเทยีบคำตอบระหวา่งคำตอบทีไ่ด้จากสมการที่ (10.24) และคำตอบจากวธิกีารเชงิตัวเลขได้ดังรปู 10.8 ผล
การเปรยีบเทยีบระหวา่งคำตอบทีไ่ด้จากสมการเบสเซล และผลการคำนวณจากวธิกีารเชงิตัวเลขจะมคีา่ท ีไ่มเ่ทา่กัน
ดังทีไ่ด้กลา่วไปแล้ววา่ผลการคำนวณจากวธิกีารเชงิตัวเลขเปน็ผลลัพธป์ระมาณ (Approximate solution) ซึง่จะมี
ความคลาดเคลือ่นจากคำตอบจรงิตามทีไ่ด้อธบิายอยา่งละเอยีดไปในบทกอ่นหน้านี้แล้ว อยา่งไรกต็ามจะเหน็ได้วา่ผล
การเปรยีบเทยีบทีไ่ด้มคีวามใกล้เคยีงกัน ซึง่ผลการคำนวณจากวธิกีารเชงิตัวเลขสามารถปรับปรงุให้มคีวามถกูต้องที่
สงูขึ้นได้ด้วยการเพิม่จำนวนกรดิการคำนวณ (ลดขนาด ∆r) และลดชว่งเวลาในการคำนวณ (∆t) กรณศีกึษานี้ได้แสดง
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รปูที่ 10.8: เปรยีบเทยีบความเรว็เลอืดในเส้นเลอืด ณ เวลาของการไหลทีม่มุเฟสตา่ง ๆ ของความดันขาเข้าระหวา่งผล
ทีไ่ด้จาก การคำนวณด้วยวธิกีารเชงิตัวเลข และผลคำตอบจากฟงักชั์นเบสเซล

ให้เหน็วา่เราสามารถนำเอาวธิกีารเชงิตัวเลขมาประยกุตใ์ช้กับการคำนวณหาคำตอบของสมการอนพัุนธย์อ่ยได้ และ
สามารถใช้เปน็แนวทางในการนำไปประยกุตใ์ช้กับงานวเิคราะห์ หรอืวจัิยทีค่ล้ายกัน หรอืนำไปประยกุตใ์ช้กับระบบ
สมการคณติศาสตรท์ ีม่คีวามซับซ้อนมากขึ้นตอ่ไปได้
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